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Wstep

Funkcje A:R — R nazywamy funkcjq addytywng, gdy speinia réwnanie funkcyjne
Cauchy’ego:
Az +y) = A(z) + Aly)

dla wszystkich z,y € R.

Wiadomo, ze kazda ciagta funkcja addytywna jest postaci A(xz) = ax dla pew-
nego a € R. Z drugiej strony, Hamel jako pierwszy podal przyktad nieciagtej funkcji
addytywnej.

Dla dowolnej funkcji f:R — R oraz h € R definiujemy funkcje roznicowq
Apf:R — R wzorem Ay, f(x) = f(x + h) — f(z). Latwo sprawdzié, ze dla dowolne;
funkcji addytywnej A : R — R wszystkie jej funkcje roznicowe Ay f sa funkcjami
ciggtymi. Pamietajac o funkcji addytywnej skonstruowanej przez Hamela mozemy
powiedzie¢, ze istnieja funkcje nieciggle majace ciggle funkcje réznicowe. Co wiecej,
Ostrowski [Ost29] pokazal, ze funkcja skonstruowana przez Hamela jest niemierzal-
na w sensie Lebesgue’a, czyli prawda jest, ze funkcje réznicowe funkcji niemierzalne;j
w sensie Lebesgue’a moga by¢ ciggte.

Powstaje wiec naturalne pytanie: co mozna powiedzie¢ o funkcjach, ktorych
wszystkie funkcje roznicowe sa ciaggle? Erdos przypuszczal, ze funkcja o ciagtych
funkcjach roznicowych jest sumg dwoch funkeji: funkceji cigglej i funkcji addytyw-
nej. W 1951 roku hipoteza Erddsa zostala udowodniona przez de Bruijna [dB51].

Twierdzenie 0.0.1 (de Bruijn [dB51]). Jezeli Ay f jest funkcja ciggle dla kazdego
heR, to f=g+ A, gdzie g : R — R jest funkcjqg cigglg, A : R — R jest funkcjg
addytyung.

W tej samej pracy de Bruijn wprowadzit pojecie wiasnosci réznicy. Mowimy, ze
rodzina funkcji rzeczywistych F ma wlasnosé roznicy, jezeli dla dowolnej funkcji
f R — R, ktérej wszystkie funkcje réznicowe Ay f € F, znajdziemy funkcje g € F
oraz funkcje addytywng A : R — R takie, ze f = g + A.

Poza udowodnieniem wtasnosci roznicy dla rodziny funkcji ciaglych, de Bruijn
zbadal w pracy [dB51] wlasnosé réznicy dla innych rodzin, m.in. funkcji réznicz-
kowalnych, funkcji rézniczkowalnych w sposéb ciagly. Od tamtej pory wtasnoscia
réznicy zajmowato sie wielu matematykow. Dobrym zrodtem informacji jest praca
przegladowa Laczkovicha [Lac02].

W Rozdziale 2 przedstawiamy wyniki, ktére dotycza wlasnosci funkeji addy-
tywnych i sum algebraicznych zbioréw mierzalnych. Niektore z tych wtasnosci sa
zwigzane z wlasnoscia réznicy (patrz Rozdzial 6).

Pokazujemy miedzy innymi, ze istnieje (s)-mierzalna funkcja addytywna, ktéra
jest nieciggta. Wiadomo, ze podobny wynik jest nieprawdziwy dla funkcji mierzal-
nych w sensie Lebesgue’a ([Frél3]). Ponadto konstruujemy zbior A € (so) taki, ze
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A + A nie jest (s)-mierzalny. W tym przypadku mamy pelng zgodnos$¢ z miara
Lebesgue’a ([Sie20]). Wyniki zawarte w tym rozdziale pochodza z prac [DFa| oraz
[DFb].

Tematyka tego rozdziatu jest badana przez wielu autoréw (patrz m.in. [BKO03],
[CJ03], [CFF02], [Kha56b], [Kys]).

Rozdziat 3 dotyczy wtasnosci réznicy dla rodziny funkcji z wtasnoscia Baire’a.
Erdés jako pierwszy podat przyktad funkcji, ktorej wszystkie funkcje réznicowe sg
mierzalne w sensie Lebesgue’a, ale funkcja ta nie jest sumg funkcji mierzalnej i ad-
dytywnej ([dB51]). Jego przyktad byt skonstruowany przy zalozeniu CH.

Twierdzenie 0.0.2 (Erdés). Zaléimy CH. Rodzina funkcji mierzalnych w sensie
Lebesque’a nie ma wltasno$ci roznicy.

Przez okoto 50 lat nie bylo wiadomo, czy przyktad taki mozna skonstruowaé
w ZFC (bez dodatkowych zatozeri teoriomnogosciowych). Dopiero Laczkovich udo-
wodnit w pracy [Lac99], Ze jest niesprzeczne z ZFC, ze rodzina funkcji mierzalnych
w sensie Lebesgue’a ma wlasnosé réznicy (czyli nie mozna skonstruowaé¢ w ZFC
funkeji o wlasnosciach takich jak funkcja skonstruowana przez Erdésa).

Twierdzenie 0.0.3 (Laczkovich [Lac99]). Jest niesprzeczne z ZFC, Ze rodzina funk-
cji mierzalnych w sensie Lebesque’a ma wlasno$é roznicy.

Latwo pokazaé, ze funkcja skonstruowana przez Erdosa jest rowniez ,Swiadkiem”
na brak wlasnosci réznicy dla rodziny funkeji z wlasnoscia Baire’a ([BKW99)).

Twierdzenie 0.0.4. Zalozimy CH. Rodzina funkcj z wlasnoscig Baire’a nie ma
wlasnosci réznicy.

Pojawia sie wiec analogiczny problem, jak dla funkcji mierzalnych w sensie Le-
besgue’a.

Problem (Laczkovich [Lac02]). Czy jest niesprzeczne z ZFC, ze rodzina funkcji
z wlasnoscig Baire’a ma wtasnosé réznicy?

Pewne wyniki dotyczace wlasnosci réznicy dla rodziny funkeji z wtasnosciag Ba-
ire’a uzyskal Rectaw [Rec]. Pokazal on, ze jezeli funkcje réznicowe funkcji ograni-
czonej maja wlasno$¢ Baire’a, to rowniez ta funkcja ma wlasno$é Baire’a (innymi
stowy rodzina ograniczonych funkcji z wlasnoscia Baire’a ma whasnosé réznicy).

W Rozdziale 3 podajemy catkowite rozwigzanie problemu Laczkovicha.

W drugiej czesci tego rozdziatu pokazemy, ze staba wtasno$é roznicy dla rodziny
funkcji z wlasnoscia Baire’a implikuje podwojng wlasnosé réznicy dla tej rodziny.

Wyniki tego rozdziatu pochodza z pracy [Fil03b] oraz [Fil01].

W Rozdziale 4 zajmujemy si¢ wlasnosciag réznicy dla funkeji mierzalnych w sensie
Marczewskiego. Pokazujemy, ze rodzina funkcji (s)-mierzalnych nie ma wlasnosci
réznicy. Wyniki z tego rozdziatu pochodza z pracy [FR02].

Rozdziat 5 jest poswigcony funkcjom borelowskim. Rodzina funkeji borelowskich
byta badana przez Laczkovicha. Zauwazyl on, ze dowdéd Erdésa (pokazujacy, ze
rodzina funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a nie ma whasnosci réznicy przy CH)
dziata réwniez dla funkeji borelowskich (przy zatozeniu CH), jak i dla funkcji klasy
a Baire’a (o > 1).



Twierdzenie 0.0.5. Zatozmy CH. Rodzina funkcji borelowskich nie ma wtasnosci
roznicy. Dla kazdego o > 1 rodzina funkcji klasy o Baire’a nie ma wlasnosci roznicy.

Pokazal on réwniez, ze funkcje pierwszej klasy Baire’a maja wlasno$¢ roznicy

(w ZFC).

Twierdzenie 0.0.6 (Laczkovich [Lac02]). Rodzina funkcji pierwszej klasy Baire’a
ma wlasnosé roznicy.

Niestety nie wiadomo, czy rodzina funkcji borelowskich nie ma wtasnosci réznicy
w ZFC.

Badajac wtasnosé réznicy dla funkeji borelowskich, Laczkovich postawit naste-
pujacy problem.

Problem (Laczkovich [Lac80]). Zatézmy, ze wszystkie funkcje réznicowe funkcji
f : R — R sg borelowskie. Czy istnieje o < w takie, ze wszystkie funkcje roznicowe
funkcji f sa klasy o Baire’a?

W Rozdziale 5 przedstawiamy rozwiazanie tego problemu. Problem ten rozwia-
zujemy przy zatozeniu CH, dajac odpowiedz negatywng. Taka sama odpowiedz jest
przy zatozeniu CPA, jak pokazali p67niej Ciesielski i Pawlikowski [CPDb] (patrz réw-
niez [CPal). Niestety, wciaz nie jest znana odpowiedz w ZFC, a nawet przy zatozZeniu
Aksjomatu Martina (MA).

Wyniki z tego rozdziatu pochodza z pracy [FR02].

W Rozdziale 6 udowodnimy pewne ogodlne twierdzenia dotyczace wtasnosci rozni-
cy dla rodzin funkcji mierzalnych. Nastepnie zastosujemy te twierdzenia do zbadania
wtasnosci réznicy dla pewnych rodzin funkcji mierzalnych. Wyniki z tego rozdziatu
pochodza z pracy [Fil03a].



Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

Niech G, H beda grupami. Funkcje A: G — H nazywamy funkcjg addytywng (albo
homomorfizmem), gdy spelia réwnanie funkcyjne Cauchy’ego:

Az +y) = Alz) + Aly)

dla wszystkich x,y € G.
Dla dowolnej funkcji f: G — H oraz g € G definiujemy funkcje réznicowg

Agf:G— H

Wwzorem

Agfx) = flz +g) — flx).

Niech F bedzie rodzina funkcji zdefiniowanych na G o wartosciach w H.

Definicja 1.0.7 (N. G. de Bruijn [dB51]). Méwimy, ze rodzina funkcji F ma wla-
snos¢ roznicy, gdy kazda funkcja f taka, ze A, f € F dla kazdego g € G jest postaci
f=g+ A, gdzie g € F, a A jest funkcjg addytywna.

Dla funkcji f: G — H definiujemy funkcje
Df:GxG—H

wzorem

Df(x,y) = f(x+y) — flz) = f(y)

Niech G bedzie rodzina funkcji zdefiniowanych na G x G o wartosciach w H.

Definicja 1.0.8 (Laczkovich [Lac80]). Jezeli dowolna funkcja f: G — H taka, ze
Df € G jest postaci f = g+ A, gdzie A:G — H jest homomorfizmem, a g € F, to
moéwimy, ze para (F,G) ma podwdjng wlasnosé réznicy.

W szczegbdlnych przypadkach, gdy rodzina G jest rodzing funkcji majacych ,te
same” wtasnosci, co funkcje z rodziny F, tylko zdefiniowanych na ,ptaszczyznie”,
to bedziemy naduzywac¢ definicji, méwigc, ze rodzina F ma podwdjng whasnosé roz-
nicy. Na przyktad méwimy, ze rodzina funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a ma
podwdjna whasnosé réznicy, gdy para (L(R), £(R?)) ma podwdjng wasnoéé réznicy,
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gdzie L£(R)(L(R?)) oznacza rodzing funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a zdefi-
niowanych na R(R?). Analogicznie dla funkcji z wlasnoscia Baire’a, borelowskich
i innych.

W pracy tej bedziemy mowic o jeszcze jednym rodzaju wiasnosci réznicy. Niech
J bedzie ideatem podzbiorow grupy G.

Definicja 1.0.9. Méwimy, ze rodzina funkcji F ma J -stabg wlasno$é roznicy, gdy
kazda funkcja f taka, ze A,f € F dla kazdego g € G jest postaci f =g+ A+ S,
gdzie g € F, A jest homomorfizmem, a S jest taka funkcja, ze {x: A;S(x) #0} € J
dla kazdego g € G.

Staba wtasnosé roznicy zostata zdefiniowana w pracy [Lac80] dla ideatu zbioréw
miary zero, a w pracy [BKW99] dla dowolnego ideatu.

W szczegdlnych przypadkach bedziemy naduzywaé definicji, mowiac o stabej
wlasnosci roznicy, gdy wiadomo o jakim ideale jest mowa. Na przyktad, bedziemy
pisali o stabej wtasnosci roznicy dla rodziny funkcji z wtasnoscia Baire’a, majac
na uwadze ideal zbioréw pierwszej kategorii. Analogicznie dla funkcji mierzalnych
w sensie Lebesgue’a i innych.

1.1 Definicje i oznaczenia

Wlasnosé Baire’a

Niech XY bedg przestrzeniami topologicznymi. Zbior A C X ma wtasnosé Baire’a,
jezeli jest roznica symetryczna zbioru otwartego i zbioru pierwszej kategorii. Mowi-
my, ze funkcja f: X — Y ma wlasnos$é Baire’a, gdy f~1(U) ma wtasnos¢ Baire’a dla
kazdego zbioru otwartego U C Y (tzn. f jest mierzalna wzgledem o-ciata zbiorow
z wlasnoscia Baire’a).

Przez B(X) bedziemy oznaczali rodzine zbioréow z wlasnoscia Baire’a w X oraz
przez M(X) rodzine zbioréw pierwszej kategorii w X. Dla ulatwienia bedziemy
pisali B i M, o ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumien.

Mierzalno$¢ w sensie Marczewskiego

Niech X bedzie przestrzenig topologiczng. Zbiér domkniety A C X nazywamy zbio-
rem doskonatym, jezeli zaden jego element nie jest izolowany. Przyjmujemy, ze zbior
pusty nie jest doskonaty.

Zbiér A C X jest mierzalny w sensie Marczewskiego ((s)-mierzalny), jezeli w kaz-
dym zbiorze doskonaltym P C X znajdziemy podzbior doskonaty @) C P taki, ze
QCAlub QN A=1. Zbiér A C X jest zbiorem (sg) (zbiorem zerowym Marczew-
skiego), jezeli w kazdym zbiorze doskonalym P C X znajdziemy podzbiér doskonaly
Q C P taki,ze QN A = 0.

Zbiory (s)-mierzalne zostaly wprowadzone przez Marczewskiego [Szp35].

Przez (s)(X) oznaczamy rodzine wszystkich (s)-mierzalnych podzbioréw X, na-
tomiast przez (sg)(X) oznaczamy rodzine wszystkich zbioréw zerowych Marczew-
skiego w X. Jezeli nie bedzie to prowadzito do nieporozumien, to bedziemy pisali
(S) i (80).

Wiadomo, ze jezeli przestrzenn X jest przestrzenia polska, to rodzina (sg) jest
o-ideatem, a (s) - o-cialem podzbioréw X.



Funkcja f: X — Y jest (s)-mierzalna, jezeli przeciwobrazy zbiorow otwartych sa
(s)-mierzalne (tzn. funkcja f jest mierzalna wzgledem o-cialta (s)). W dalszej czesci
bedziemy korzystali z nastepujacej charakteryzacji funkeji (s)-mierzalnych.

Twierdzenie 1.1.1 (Marczewski [Szp35]). Niech X,Y bedg przestrzeniami polski-
mi. Funkcja f: X —'Y jest (s)-mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym zbiorze
doskonatym P C X znajdziemy podzbior doskonatly QQ C P taki, ze f | Q) jest ciggla
(borelowska,).

Miara

Przez miare na X rozumiemy przeliczalnie addytywna, nieujemna, niezerowa, o war-
tosciach w rozszerzonej prostej rzeczywistej, funkcje zdefiniowang na o-ciele A pod-
zbioréw X. Przez m oznaczamy miare Lebesgue’a zdefiniowang na R. Przez L(u)
oznaczamy rodzine wszystkich zbioréw p-mierzalnych, a przez N (i) oznaczamy ro-
dzine wszystkich zbioréw p-miary zero. Dla prostoty piszemy £ lub N, jezeli wia-
domo o jaka miar¢ chodzi.

Miara g jest:

e ciggla, jezeli p({z}) =0 dla kazdego = € X;;
e skoriczona, jezeli p(X) < +00;
e o-skonczona, jezeli X jest sumag przeliczalnej ilosci zbiorow miary skonczone;j.
Miary p i v sa rownowazne, jezeli
1. (VA C X)(A jest py-mierzalny < A jest v-mierzalny),
2. VACX)(u(A) =0<v(A)=0).
Fakt 1.1.2. Kazda o-skonczona miara jest rownowazna z pewng miarg skonczong.

Przez miare uniwersalng na X rozumiemy ciggta i skonczong miare zdefiniowana
dla wszystkich podzbioréw X.

Niech k bedzie liczba kardynalna. Miara p jest k-addytywna, jezeli p(UF) =
> rer i(F) dla dowolnej rodziny F zbioréw parami roztacznych takiej, ze |F| < k.

Mowimy, ze nieprzeliczalna liczba kardynalna k jest rzeczywiscie mierzalna, jesli
istnieje k-addytywna, uniwersalna miara na x. Liczba k jest mierzalna, jesli istnieje
dwuwartosciowa, k-addytywna, uniwersalna miara na k.

W Rozdziale 6 bedziemy korzystali z nastepujacych twierdzen.

Twierdzenie 1.1.3. Jezeli istnieje miara uniwersalna na zbiorze X, to istnieje
rzeczywiscie mierzalna liczba kardynalna < |X|. Ponadto, jezeli istnieje dwuwar-
tosciowa miara uniwersalna na zbiorze X, to istnieje mierzalna liczba kardynalna
< X

Twierdzenie 1.1.4. Kazda mierzalna liczba kardynalna jest wieksza od c.



Ideaty
Méwimy, ze Z C P(X) jest idealem na X, jezeli:
1. 0eZ,
2. (VA,BeI)(AUB € 1),
3. VAeI)(VBCA)BeI).
Ideal 7 na X jest:
o wilasciwy, jesli X ¢ T;
o pierwszy, jesli dla kazdego A C X, albo A € Z, albo X \ A € 7;

e o-idealem (lub wi-zupelny), jesli Z jest zamkniety na przeliczalne sumy zbio-
row z Z (tzn. U2 A, € Z, jesli A, € T dla kazdego n);

o k-zupelny, jesli Z jest zamkniety na sumy mniej niz  zbioréw z Z (tzn. UF € Z
dla dowolnej rodziny F C Z takiej, ze | F| < k);

e r-nasycony, jesli kazda rodzina F C P(X)\ Z parami roztacznych zbioréw ma
moc < K.

Rodzing B C 7 nazywamy bazq ideatu Z, gdy dla kazdego A € 7 istnieje B € B
taki, ze A C B.

Mowimy, ze nieprzeliczalna liczba kardynalna s jest quasi-mierzalna, jesli istnieje
wladciwy, wi-nasycony, k-zupetny ideal na k, zawierajacy wszystkie zbiory jednoele-
mentowe.

PLatwo udowodni¢ nastepujace fakty.

Fakt 1.1.5. Jezeli istnieje o-ideal pierwszy na X, zawierajgcy wszystkie zbiory jed-
noelementowe, to istnieje dwuwartosciowa miara uniwersalna na X.

Fakt 1.1.6. Jezeli istnieje wiasciwy, wy-nasycony o-ideat na X, zawierajgcy wszyst-
kie zbiory jednoelementowe, to istnieje quasi-mierzalna liczba kardynalna < | X|.

Niech A, B C X. Méwimy, ze A, B sq¢ réwne modulo T (sq Z-prawie réwne)
(co zapisujemy A =7 B), jezeli réznica symetryczna A A B € Z. Ponadto, jezeli
f,9:X — Y, to piszemy f =1 g, gdy {v € X : f(2) # g(x)} € T.

Méwimy, ze wlasno$é ¢(z) zachodzi dla Z-prawie wszystkich x € X, gdy {z €
X : =¢(x)} € Z. Jezeli wiadomo o jakim ideale jest mowa, to piszemy po prostu:
dla prawie wszystkich x.

Niech Z bedzie ideatem podzbioréw X. Definiujemy nastepujace niezmienniki
kardynalne:

add(Z) = min{|F|: FCIANUF ¢71},
cov(Z) = min{|F|: FCIANUF =X},
non(Z) = min{|A|: ACXANAET},

non*(Z) = min{k:V(A¢I)3A(B¢I)(BCAN|B|<k)}.

W Rozdziale 6 wykorzystamy jeszcze jedno twierdzenie dotyczace liczb mierzal-
nych (patrz np. [Fre93]).



Twierdzenie 1.1.7. Jezeli istnieje rzeczywiscie mierzalna liczba kardynalna, to
non(N(m)) = wy. W szczegdlnosei, jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy, Ze
nie istniejq rzeczywiscie mierzalne liczby kardynalne mniejsze badz réwne non(N (m)).

C.C.C.

Niech A bedzie o-cialem podzbiorow X, a Z C A — o-idealem na X. Mowimy, ze
para (A, J) spehia c.c.c, jesli kazda rodzina F C A\ Z zbioréw parami roztacznych
jest przeliczalna.

Podzbiory grupy

Niech A bedzie rodzing podzbiorow grupy G, A,B C G oraz g € G. Wbowczas
uzywamy nastepujacych oznaczen: —A = {—a : a € A}, A+g={a+g:a €
A}, A+ B={atb:ae€ Abe Byoraz —A = {-A: A e A} Zbibr A+ B
nazywamy sumq algebraiczng zbiorow A i B.

Ponadto méwimy, ze rodzina A jest:

e niezmiennicza na przesuniecia (lub po prostu niezmiennicza), gdy A+g C A
dla kazdego g € G;

e niezmiennicza na odbicia (lub po prostu symetryczna), gdy —A C A.

Zbiér A C G jest I-prawie niezmienniczy, jesli (A+g) A A € T dla kazdego g €
G. Moéwimy, ze zbior A jest prawie niezmienniczy, gdy jest Z-prawie niezmienniczy
dlaidealtu T = {X C G : | X| < |G|}.

Zbiory borelowskie

Ponizsze definicje i twierdzenia mozna znalezé np. w [Kec95]. Niech X, Y beda prze-
strzeniami polskimi.

Rodzina zbioréw borelowskich jest to najmniejsze o-ciato zawierajace wszystkie
zbiory otwarte.

Rodziny X0 i I1% definiujemy indukcyjnie. Rodzina 30 sktada si¢ ze wszystkich
zbioréw otwartych w X, a II{ - ze wszystkich zbior6w domknigtych. Nast¢pnie

Y0 ={lJ An: A, eI} dlaa, <a},

new
M = {X\A:Aex}.

Zbiory analityczne sa to ciagte obrazy zbioréw borelowskich. Zbiory koanalitycz-
ne sg to dopetienia zbioréw analitycznych.

Funkcja f: X — Y jest borelowska, jezeli f~1(U) jest zbiorem borelowskim dla
dowolnego zbioru otwartego U C Y.

Funkcja f : X — Y jest klasy a Baire’a, gdy f~'(U) € X2, dla dowolnego
zbioru otwartego U C Y.

Bijekcje f : X — Y nazywamy izomorfizmem borelowskim, jezeli f i f~! sa
borelowskie.



Twierdzenie 1.1.8. Jezelit A C X, B CY sq nieprzeliczalnymi zbiorami borelow-
skimi, to istnieje izomorfizm borelowski f : A — B.

Twierdzenie 1.1.9. Niech f : X — Y bedzie funkcjg borelowskq. Jezeli A C X jest
zbiorem borelowskim oraz f | A jest funkcjg réznowartosciowq, to f(A) jest zbiorem
borelowskim oraz f | A: A — f(A) jest izomorfizmem borelowskim.

Twierdzenie 1.1.10. Niech A C X bedzie nieprzeliczalnym zbiorem borelowskim.
Woéwezas dla kazdego o < wy istnieje zbior borelowski B C A taki, ze B ¢ 2.

Liniowa niezaleznos$¢é

W catej pracy przez zbior liniowo niezalezny rozumiemy zbidr liniowo niezalezny
nad ciatem liczb wymiernych (o ile nie zostanie powiedziane inaczej). Dowolng baze
przestrzeni R (R"™) nad ciatem liczb wymiernych nazywamy bazg Hamela. Przez
lin(A) oznaczamy przestrzen liniowa (nad Q) generowang przez zbiér A.

Liniowo niezalezne zbiory doskonate

W pracy tej bedziemy korzystali z nastepujacego twierdzenia, ktore pozwala znaj-
dowa¢ liniowo niezalezne zbiory doskonate.

Twierdzenie 1.1.11 (Mycielski [Myc64]). Niech X bedzie przestrzenig polskq w so-
bie gestq. Niech R = {R; : i € w} bedzie zbiorem relacji na X, tzn. dla kazdego i € w
mamy R; C X% dla pewnego k; > 1. Jezeli kazdy R; jest zbiorem pierwszej kategorii
w X% to istnieje 2biér doskonaty P C X taki, ze (x1,...,71,) ¢ R; dla parami
roznych x1, ...,z € P.

Uwaga. Wynik Mycielskiego [Myc64] méwi duzo wiecej niz Twierdzenie 1.1.11. La-
twy dowdd Twierdzenia 1.1.11 mozna znalezé np. w [Wag93].

Nietrudno sprawdzi¢, ze ponizsze uogélnienie Twierdzenia 1.1.11 jest réwniez
prawdziwe.

Twierdzenie 1.1.12. Jezeli add(M) = ¢, to w Twierdzeniu 1.1.11 mozemy przyjqé,
Ze |R| < c.

Ponizsze twierdzenia, z ktérych bedziemy korzystali w dalszej czesci pracy, sa
wnioskami z Twierdzenia 1.1.11.

Twierdzenie 1.1.13. Istnieje zbior doskonaly P C R"™, ktory jest liniowo niezalez-
ny.

Twierdzenie 1.1.14. Dla dowolnych zbiorow pierwszej kategorii A, B C R istnieje
liniowo niezalezny zbidr doskonaly P taki, ze (P — P)N A C {0} oraz PN B = (.

Twierdzenie 1.1.15. Jezeli P C R" jest lintowo niezaleznym zbiorem doskonatym,
to istnieje zbior doskonaty () C R™ taki, ze P U Q) jest rowniez liniowo niezalezny.

Jako wniosek z ostatniego twierdzenia otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1.16. Niech P C R" bedzie liniowo niezaleznym zbiorem doskona-
tym. Jezeli G jest grupq (przestrzeniq liniowqg) generowang przez P, to |[{G+1t :t €
R} =c.
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Uwaga. Twierdzenie 1.1.13 nie nalezy do Mycielskiego. Byto ono oczywiscie znane
duzo wczesniej (patrz m.in. [vN28], [Jon42], [Kuc85]).

Fakt 1.1.17. Jezeli P jest lintowo niezaleznym zbiorem doskonatym, to g1 P+ ---+
qn P jest zbiorem pierwszej kategorii dla dowolnych qq,...,q, € Q,n € w.

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze q¢; P+ - - - +¢q, P jest zbiorem typu F, (jako ciagly
obraz zbioru o-zwartego). Gdyby ¢; P + -+ + ¢, P nie byl pierwszej kategorii, to
(P +---+ ¢ P)— (¢ P+ -+ q,P) zawieralby otwarte otoczenie zera (na mocy
Twierdzenia 2.1.4), czyli przestrzen liniowa generowana przez P bytaby cala prosta.
A to implikuje, ze P byltby baza Hamela, a wiadomo, ze nie ma borelowskich baz
Hamela (patrz np. [Kuc85]). O

Twierdzenie 1.1.18. Istnieje baza Hamela, ktora jest sumq ¢ parami roztgceznych
nieprzeliczalnych zbiorow domknietych.

Dowdod. Niech P C R bedzie liniowo niezaleznym zbiorem doskonalym. Niech A C
R\ P bedzie takim zbiorem, ze P U A jest baza Hamela. Wéwczas |A| = ¢. Niech
A = {z, : @ < ¢}. Poniewaz P jest zbiorem doskonatym, wiec mozemy podzieli¢
go na ¢ parami roztacznych zbioréw doskonatych. Niech P = ... P., gdzie P, sa
parami roztacznymi zbiorami doskonatymi.

Widaé, ze
H = U Qou
a<c
gdzie Q, = P, U{z,}, jest szukana baza Hamela. ]

Twierdzenie Kuratowskiego-Ulama

Dla zbioru A C X xY idlaxz € X,y € Y definiujemy ciecie pionowe zbioru A jako
A, ={yeY :(x,y) € A}

oraz ciecie poziome zbioru A jako
AV ={r e X :(x,y) € A}.

Podobnie definiujemy ciecia funkeji f: X x Y — Z. Piszemy f, (odpowiednio fY)
dla oznaczenia funkcji z Y w Z (z X w Z) danej wzorem f,(y) = f(z,y) (fY(z) =
f(z,y)).

W pracy tej wielokrotnie skorzystamy ze znanego Twierdzenia Kuratowskiego-
Ulama.

Twierdzenie 1.1.19. Niech X,Y bedqg przestrzeniami topologicznymi. Zatozmy, Ze
Y ma przeliczalng baze. Niech A C X x Y. Wowczas:

1. Jezeli A jest zbiorem pierwszej kategorii, to M-prawie wszystkie ciecia pionowe
zbioru A sq pierwszej kategori.

2. Jezeli zbior A ma wlasnosé Baire’a, to M-prawie wszystkie ciecia pionowe
zbioru A majg wlasnosé Baire’a.

3. Jezeli zbior A ma witasnosé Baire’a i M-prawie wszystkie ciecia pionowe zbioru
A sq pierwszej kategorii, to zbior A jest pierwszej kategorii.
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Rozdziat 2

Pewne wlasnosci zbiorow
mierzalnych

2.1 Mierzalnos$¢ funkcji addytywnych

W rozdziale tym zakladamy, ze funkcje sa okreslone na grupie abelowej, o warto-
sciach w R (lub R™).

Definicja 2.1.1. Niech G bedzie grupa abelowa (lub grupa topologiczna). Niech A
bedzie o-ciatem podzbioréow G oraz niech J C A bedzie o-idealem na G. Moéwimy,
ze para (A, J) ma:

1. wlasnosé Steinhausa (SP), jezeli A — A zawiera otwarte otoczenie 0 dla dowol-
nego zbioru A € A\ J;

2. wlasnosé Ostrowskiego (OP), jezeli kazdy homomorfizm ograniczony na zbiorze
z rodziny A\ J jest ciagly;

3. stabg wlasnosé Ostrowskiego (WOP), jezeli kazdy homomorfizm ograniczony
na zbiorze z rodziny A\ J jest A-mierzalny;

4. wlasnosé Cauchy’ego (CP), jezeli kazdy A-mierzalny homomorfizm jest ciagty.

Uwaga. Definicje 1, 2, 4 pojawity sie w [KS76] w przypadku, gdy A jest rodzina
zbioréw p-mierzalnych, J jest ideatem zbiorow miary zero, gdzie p jest miarg.

Na poczatek mamy dobrze znane twierdzenia, ktore wyjasniaja nazwy ,wtasnosé
Ostrowskiego” i ,wlasno$¢ Steinhausa”. Ponizsze twierdzenia sa dla miary Lebes-
gue’a na R.

Twierdzenie 2.1.2 (Steinhaus [Ste20]). Para (£,N') ma wlasno$é Steinhausa.

Twierdzenie 2.1.3 (Ostrowski [Ost29]). Para (£,N') ma wlasno$¢ Ostrowskiego.
Kategoryjne odpowiedniki powyzszych twierdzen sg réwniez prawdziwe.

Twierdzenie 2.1.4 (Piccard [Pic39]). Para (B, M) ma wlasnosé Steinhausa.

Twierdzenie 2.1.5 (Mehdi [Meh64]). Para (B, M) ma wilasnos$é Ostrowskiego.
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Powyzsze twierdzenia uogélniaja sie w nastepujacy sposob (sa to réwniez dobrze
znane fakty). Dowody ponizszych twierdzen mozna znalezé m.in. w [CKWO95, str.
173-174].

Twierdzenie 2.1.6. Niech G bedzie lokalnie zwartq grupg topologiczng @ niech
bedzie lewostronnie niezmienniczqg miarg Haara na G. Wowczas para (L, N) ma
wlasnosé Steinhausa.

Twierdzenie 2.1.7. Niech G bedzie grupg topologiczng. Wowczas para (B, M) ma
wlasnosé Steinhausa.

Odpowiedniki powyzszych twierdzen dla zbioréw mierzalnych w sensie Marczew-
skiego nie sa prawdziwe, jak pokazuja ponizsze tatwe do udowodnienia twierdzenia.

Twierdzenie 2.1.8. Para ((s), (so)) nie ma wlasnosci Steinhausa.

Dowdd. Niech P C R bedzie liniowo niezaleznym zbiorem doskonatym. Zbiér P jest
(s)-mierzalny, ale nie jest (sg). Z drugiej strony wiemy, ze P+ P nie zawiera zadnego
zbioru otwartego (Fakt 1.1.17). O

Twierdzenie 2.1.9. Para ((s), (so)) nie ma wilasnosci Ostrowskiego.

Dowéd. Niech P C R bedzie liniowo niezaleznym zbiorem doskonatym. Wowczas
istnieje funkcja addytywna f : R — R taka, ze f(z) = 1 dla z € P. Funkcja ta nie
moze by¢ jednak funkcja ciagtla. O

Pomiedzy wtasnosciami SP, OP, WOP, CP zachodzg pewne zaleznosci, ktore sa
przedstawione w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.1.10. 1. JeZeli para (A, J) ma wlasno$é Ostrowskiego, to ma
rowniez stabg wlasnosé Ostrowskiego (o ile wszystkie zbiory otwarte sq A-
mierzalne).

2. Jezeli para (A, J) ma wlasnosé Steinhausa, to ma réwniez wlasno$é Ostrow-
skiego.

3. Jezeli para (A, J) ma wlasno$é Ostrowskiego, to ma réwniez wiasnosé Cau-
chy’ego.

4. Jezeli para (A, J) ma stabg wltasnosé Ostrowskiego oraz wltasnosé Cauchy’ego,
to ma rowniez wlasnosé Ostrowskiego.

Dowdd. (OP = WOP). Oczywiste.

(SP = OP). Niech f : G — R bedzie funkcja addytywna ograniczona na zbiorze
A€ A\ J. Z wlasnosci Steinhausa i z addytywnosci funkcji f wynika, ze f jest
ograniczona na otoczeniu zera. A to juz implikuje, ze f jest ciagta w zerze (patrz
m.in. [Lac02, str. 367]). Nastepnie uzywajac addytywnosci f jeszcze raz otrzymamy,
ze f jest ciggla w kazdym punkcie.

(OP = CP). Niech f: G — R bedzie A-mierzalnym homomorfizmem. Wéowczas
istnieje n € w takie, ze f~1([-n,n]) € A\ J.

(WOP+CP = OP). Oczywiste. O
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Okazuje sie, ze zadna z powyzszych implikacji nie moze by¢ zastapiona przez
rownowazno$¢é. Na przykiad, jezeli A jest rodzing zbioréw borelowskich, a J ro-
dzina zbioréw przeliczalnych, to para (A, J) ma wlasnos¢ Cauchy’ego, ale nie ma
wtasnosci Ostrowskiego. Jezeli A jest rodzing wszystkich podzbioréow, a J rodzing
zbioréw przeliczalnych, to para (A,7Z) ma staba wlasnosé Ostrowskiego, ale nie ma
wtasnosci Ostrowskiego. Przyktad pary z wtasnoscia Ostrowskiego, ale bez wtasnosci
Steinhausa oraz inne ciekawe przyktady miar, majacych tylko niektore z powyzszych
wlasnosci, mozna znalezé¢ w [KS76].

Para ((s), (sp)) nie ma réwniez stabej wtasnosci Ostrowskiego (a wiec na mo-
cy Twierdzenia 2.1.10 nie ma wtasnosci Ostrowskiego i wtasnosci Steinhausa — co
zostalo wezeséniej pokazane).

Twierdzenie 2.1.11. Para ((s), (s9)) nie ma stabej wlasnosci Ostrowskiego.

Dowdéd. Niech P C R bedzie zbiorem doskonalym, ktéry jest liniowo niezalezny.
Niech B C P bedzie zbiorem Bernsteina w P (tzn. B i P\ B nie zawieraja dosko-
natych podzbioréw zbioru P). Definiujemy funkcje A;: P — R wzorem A;(x) = 0
dlax € Bi Aj(x) = 1dlaxz € P\ B. Poniewaz P jest liniowo niezalezny, wigc
mozemy rozszerzy¢ A; do funkeji addytywnej A:R — R takiej, ze A [ P = A;. Wi-
daé, ze funkcja A jest ograniczona na zbiorze P € (s) \ (s¢). Przypusémy, ze A jest
(s)-mierzalna. Wéwcezas na mocy Twierdzenia 1.1.1, istnieje zbiér doskonaty D C P
taki, ze A | D jest ciagta. Niech € D N B. Wéwczas istnieje ciag (z,)new taki, ze
lim, oo, =2 iz, € D\ B. Ale A(x,) = 1 dla wszystkich n oraz A(z) = 0, wiec
A | D nie jest ciagla, sprzecznosé. Tak wiec A nie jest (s)-mierzalna. m

Zanim przejdziemy do omoéwienia wlasnosci Cauchy’ego dla pary ((s), (so)) zacy-
tujemy twierdzenia, ktore sg interesujace w kontekscie rozwazanych wtasnosci, jak
i wynikéw Rozdziatu 6.

Twierdzenie 2.1.12 (Kharazishvili [Khab6al]). Istnieje niezmiennicze na przesu-
niecia 1 odbicia rozszerzenie miary Lebesque’a, ktore nie ma wtasnosci Steinhausa.

Twierdzenie 2.1.13 (Kuczma, Smital [KS76, Example 2]). Istnieje niezmiennicze
na odbicia rozszerzenie miary Lebesque’a, ktore nie ma stabej wilasnosci Ostrowskie-

go.

Uwaga. Rozszerzenie skonstruowane w [KS76] nie jest zupelne i uzupekienie tej
miary moze mie¢ stabag wlasnos¢ Ostrowskiego. Latwo jednak zmieni¢ definicje tej
miary, aby otrzymaé¢ miare zupetng bez stabej wtasnosci Ostrowskiego.

Wydaje sie, ze ponizszy problem jest wciaz otwarty.

Problem. Czy istnieje niezmiennicze na przesuniecia rozszerzenie miary Lebes-
gue’a, ktore nie ma (stabej) wlasnosci Ostrowskiego (whasnosci Cauchy’ego)?

2.1.1 Wtlasno$é Cauchy’ego dla pary ((s), (so))

Definicja 2.1.14. Zbior H C R™ ma wiasnosé (P), jesli dla dowolnego zbioru
doskonatego P C R"™ istniejg niezerowe liczby wymierne a4, ..., a, takie, ze

Pn(aH+---+a,H+1)

zawiera zbiér doskonaty dla pewnego t € R™.
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Uwaga. Zauwazmy, ze jesli A jest dowolnym zbiorem, ktéry ma wiasnosé (P), to
kazdy jego nadzbior réwniez ma wlasnosé (P).

Twierdzenie 2.1.15. Jezeli istnieje baza Hamela majgca wlasno$é (P), to para
((s), (s0)) nie ma wlasnosci Cauchy’ego.

Dowéd. Niech H bedzie baza Hamela majaca wtasnosé (P). Niech f : R™ — R bedzie
taka funkcja addytywna, ze f(z) = 1 dla z € H. Oczywiscie funkcja f jest nieciagla.
Niech P C R" bedzie dowolnym zbiorem doskonatym. Na mocy Twierdzenia 1.1.1
wystarczy znalezé doskonaly podzbiér @) C P taki, ze f [ @ jest ciggla. Z wlasno-
Sci (P) istnieje zbior doskonaty @ C P, niezerowe liczby wymierne aq, ..., a, oraz
t € R" takie, ze

QCaH+-+a,H+t.

Tak wiec dowolny x € @ jest postaci ¢ = ayxy + -+ + a,x, + t dla pewnych
X1,..., o, € H. Czyli

f(x) = flawwi+ -+ apz, +1)
e a,lf(l’l) + ttt + anf(‘rn) + f(t)
= Gt ()

co pokazuje, ze f jest stata na zbiorze ), wiec f | Q) jest ciagta. m

Wzmacniajac nieznacznie wlasnos¢ (P) mozna udowodni¢ wiecej, a mianowicie,
ze istnieje liniowy izomorfizm, ktéry wraz z funkcja odwrotna jest (s)-mierzalny, ale
nie jest ciagty.

Definicja 2.1.16. Zbior H C R"™ ma wlasnosé¢ (R), jesli dla dowolnego zbioru
doskonatego P C R” istnieja niezerowe liczby wymierne aq,...,a, oraz podzbior
doskonaty Hy C H takie, ze

Pﬂ(a1H0+"'+anH0+t)
zawiera zbiér doskonaty dla pewnego t € R™.

Uwaga. Zauwazmy, ze jesli A jest dowolnym zbiorem, ktéry ma wlasnoéé (R), to
kazdy jego nadzbiér réwniez ma wtasnosé (R).

Twierdzenie 2.1.17. Jezeli istnieje baza Hamela majgca wilasnosé (R), to istnieje
izomorfizm liniowy f : R™ — R™ taki, ze f i f~! sq (s)-mierzalne i nieciggle.

Dowdd. Niech H C R™ bedzie baza Hamela o wtasnosci (R). Niech ¢ : H — H
bedzie bijekcja, ktéra ,zamienia miejscami” dwa punkty. Wéwcezas ¢! = ¢ oraz
¢ | Hy jest funkcjg borelowska dla zbiorow doskonatych Hy C H. Niech f : R" —
R™ bedzie funkcja addytywna rozszerzajaca ¢ tzn. f | H = ¢. Wowczas f jest
nieciggtym izomorfizmem R™ oraz f = f~!. Wystarczy wiec pokazaé, ze f jest
mierzalna w sensie Marczewskiego.

Niech P C R™ bedzie dowolnym zbiorem doskonatym. Wéwczas z wlasnosci (R)
istniejg zbiory doskonate Py C P, Hy C H, niezerowe liczby wymierne aq, ..., ax
oraz t € R" takie, ze

P0§a1H0+--~+akH0—|—t.
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Pokazemy, ze f | Py jest funkcja borelowska. Niech £ : (R")* — R™ bedzie dana
WZOTrem:

Uzpyoooyzk) =21+ +agzp + t

Poniewaz Hy jest liniowo niezalezny, a Py C ([H}] wiec odwzorowanie ¢ mozna
jednoznacznie odwrécié¢ na zbiorze Py. Niech r : Py — H} bedzie ta funkcja odwrot-
ng. Poniewaz ¢ jest ciagla, wiec r jest funkcja borelowska (Twierdzenie 1.1.9). Po-

nadto (¢ x ... x @) | HY jest funkcja borelowska, gdzie (¢ X ... x ¢)(x1,...,21) =
k k
—razy —razy
(¢(x1), ..., d(xx)). Tak wiec zlozenie g = £'o(p X ... X ¢p)or : Py — R™ jest réwniez
k
—razy

borelowsko mierzalne, gdzie ¢/ : (R")* — R" jest zdefiniowana nastepujaco

U2y, .. x8) = a1y + - + apeg + f(2).

Ale wowczas g(x) = f(x) dla kazdego = € Py, czyli f | Py = g, co dowodzi, ze
f T Py jest funkcja borelowsks. O]

Ponizej pokazemy, ze przy pewnych dodatkowych zatozeniach istnieja bazy Ha-
mela o wlasnosci (R) (a wiec i (P)).

Twierdzenie 2.1.18. Jezeli add(M) = ¢, to istnieje baza Hamela o wlasnosci (R).

Dowdd. Niech {P, : a < ¢} bedzie rodzing wszystkich zbioréw doskonaltych w R™.
Skonstruujemy ciag {Q, : @ < ¢} taki, ze A = U, Qo bedzie liniowo niezaleznym
zbiorem z wlasnoscia (R).

Zalézmy, ze mamy juz skonstruowane (g dla 8 < a.

Dla kazdego k& > 0 niech L, oznacza zbiér wszystkich funkcji ¢ : (R")* — R
danych wzorem

k
f(%, e 7xk:> = ZCIiIi7
i=1

gdzie ¢; e Q\ {0} dlai=1,... k.
Dla kazdego p,q € w,(1,...,8;, < il € L., niech

{(@,.. 0 2p) € R")P: (Fyr € Qpy -+, Y € Qa )1, ..., 2p, Y1, -, Yq) = 0F.

Niech R oznacza rodzine wszystkich takich relacji. Wowezas |R| < ¢.
Mozemy teraz wybraé @Q),. Rozwazmy dwa przypadki.

1. Istnieje R € R (R C (R™)P) takie, ze RN(FP,)? ¢ M((P,)?). W tym przypadku
Qoz = @

2. W przeciwnym przypadku rodzina R sktada sie z relacji pierwszej kategorii
na P,. Korzystajac z Twierdzenia 1.1.12 znajdziemy zbiér doskonaty ) C P,
taki, ze (z1,...,2) ¢ R dla kazdego R € R oraz réznych zq,..., 7, € Q.
W tym przypadku @, = Q.
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Latwo sprawdzi¢ (korzystajac z definicji relacji Ry, 5,), 26 A = Upcc Qa jest
zbiorem liniowo niezaleznym.

Pokazemy teraz, ze A = Ujcc Qo ma wlasnoéé (R). Co zakonczy dowdd, bo
jak zauwazyliémy wczeéniej, dowolna baza Hamela rozszerzajaca A réwniez bedzie
miata wlasno$¢ (R). Niech P C R™ bedzie zbiorem doskonatym. Wéwczas P = P,
dla pewnego o < ¢. Jesli Q, # 0, to Qo C (a1 Ag +t) N P, gdzie Ay = Qq, a1 = 1
it=0.

W przeciwnym przypadku, Q, = 0, czyli istnieja p,q < w, fi,...,0, < ail €
Ly, takie, ze relacja R = Ryp, .., N PP jest drugiej kategorii w PP. Poniewaz
jest to réwniez zbiér z wlasnoscia Baire’a, wiec na mocy Twierdzenia 1.1.19 istnieje
(22,...,2p) € PP7! takie, ze X = {x € P: (x,2,...,2,) € R} € B(P)\ M(P). Tak
wigc istnieje zbior doskonaty @) C X.

Niech l(x1,...,2p, Y1, .-, Yq) = b1x1 4+ -+ + bz, + 191 + - - - + ¢y, Wowezas

QCXCPNn(aAo+---+azh+1),

gdzie a; = —Cl/bl,...,&q = —Cq/bl,t = —(bQZQ + "'prp)/bl,Ao = le U---u
Qs,- O

Uwaga. Jak sie pézniej okazato T'wierdzenie 2.1.18 zostato niezaleznie udowodnione
w pierwszej wersji pracy [MPO00] (przy zatozeniu CH). Niestety twierdzenie to nie zo-
stato zamieszczone w opublikowanej wersji tego artykutu. Ponadto w artykule [NW]
autorzy zauwazyli, ze w pracy [MP00] mozna zastapi¢ CH przez add(M) = c.

7 Twierdzen 2.1.15, 2.1.17 oraz 2.1.18 otrzymujemy nastepujace wnioski.

Whiosek 2.1.19. Jezeli add(M) = ¢, to para ((s),(so)) nie ma wlasnosci Cau-
chy’ego.

Whiosek 2.1.20. Jezeli add(M) = ¢, to istnieje izomorfizm liniowy f : R" — R™
taki, ze f i f~! sq (s)-mierzalne i nieciggle.

Niestety pytanie, czy istnieja w ZFC bazy Hamela o wtasnosci (P), jest wciaz
problemem otwartym. Réwniez nie wiadomo, czy para ((s), (so)) ma wtasnoé¢ Cau-
chy’ego w ZFC.

Problem. Czy istnieje baza Hamela o wlasnosci (P) w ZFC?
Problem. Czy para ((s), (s¢)) ma wlasnos¢ Cauchy’ego w ZFC?

W artukule [CS] autorzy dowodza, ze obraz dowolnego zbioru otwartego przez
dowolny izomorfizm liniowy f : R? — R jest zbiorem niemierzalnym w sensie Le-
besgue’a i bez wtasnosci Baire’a. Okazuje sie, ze obraz dowolnego zbioru otwartego
przez taki izomorfizm moze by¢ mierzalny w sensie Marczewskiego.

Na poczatek musimy wzmocni¢ Twierdzenie 2.1.18.

Twierdzenie 2.1.21. JeZeli add(M) = ¢, to istnieje rodzina {B, : a < ¢} taka, Ze:
1. B, C R"™ sq parami roztgcznymi nieprzeliczalnymi zbiorami borelowskims,

2. Ua<c Ba jest bazq Hamela,

17



3. dla dowolnego zbioru doskonatego P C R™ istniejg niezerowe liczby wymierne
ai,...,a, oraz (,..., 0, < c¢ takie, Ze

PN (a1Bg, +---+a,Bs, +1)
zawiera zbior doskonaty dla pewnego t € R".

Dowéd. Z dowodu Twierdzenia 2.1.18 wynika, ze istnieje rodzina {Q, : a < ¢} taka,
7€

1. @, jest zbiorem doskonalym albo zbiorem pustym,
2. Ua<cc @q jest liniowo niezalezny,

3. dla dowolnego zbioru doskonatego P C R" istniejg niezerowe liczby wymierne
ai,...,a, oraz Bi,..., [0, < ¢ takie, ze

P m (alQﬂl + e + a’nQﬁn + t)

zawiera zbiér doskonaty dla pewnego t € R™.

Po pierwsze zauwazmy, ze zbior {a : Q, # 0} jest mocy ¢. Wynika to z faktu, ze
wszystkie relacje Ry g, .. 5, definiowane w dowodzie Twierdzenia 2.1.18 s pierwszej
kategorii w R, a wiec rowniez w kazdym odcinku domknietym. Poniewaz mamy ¢
parami réznych odcinkéw domknietych, wiec w czasie konstrukeji zbioréw ), w do-
wodzie Twierdzenia 2.1.18 przypadek 2 zajdzie ¢ razy, czyli konstruowany zbiér @,
bedzie zbiorem niepustym.

Mozemy wiec zatozy¢, ze wszystkie ), sa zbiorami doskonatymi, zachowujac
wtasnodci jakie ta rodzina posiada.

Musimy jeszcze uzupetlié¢ naszg rodzine do bazy Hamela, dbajac o to, zeby
otrzymane zbiory byty nadal borelowskie. Niech A C R" bedzie taki, ze AUUy<c Qa
jest baza Hamela. Wéwczas |A| = k < ¢. Niech A = {z, : a < k}. Wowezas

{QaU{zs}ra<k}U{Qn:k<a<c}
jest szukang rodzing. O

Twierdzenie 2.1.22. Jezeli add(M) = c, to istnieje izomorfizm liniowy f : R> — R
taki, ze f i f' sq (s)-mierzalne (czyli obraz dowolnego zbioru otwartego przez f jest
(s)-mierzalny).

Dowdd. Niech {B, C R? : a < ¢} bedzie rodzina z poprzedniego twierdzenia dla
przestrzeni R?, a {K, C R : a < ¢} dla przestrzeni R.

Dla kazdego o < ¢ niech ¢, : B, — K, bedzie borelowskim izomorfizmem
(Twierdzenie 1.1.8).

Poniewaz Uy<c Ba 1 Ug< Ko sa bazami Hamela, odpowiednio w R? i R, wiec
istnieje izomorfizm liniowy f : R? — R taki, ze f | B, = ¢, dla kazdego a < ¢.

Mierzalno$é w sensie Marczewskiego funkcji f i f~! pokazuje sie podobnie jak
w dowodzie Twierdzenia 2.1.17. O]
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2.2 Sumy algebraiczne

Niech G bedzie grupa abelowa. Niech A bedzie o-ciatem podzbioréw grupy G, a 7
niech bedzie o-ideatem takim, ze Z C A.

Gdy jest mowa o sumach algebraicznych zbioréw nalezgcych do A lub Z, to
w naturalny sposéb pojawiaja sie nastepujace pytania.

Pytanie Q1. Czy istnieja zbiory A, B € 7 takie, ze A+ B ¢ 17
Pytanie Q2. Czy istnieja zbiory A, B € A takie, ze A+ B ¢ A?
Pytanie Q3. Czy istnieja zbiory A, B € 7 takie, ze A+ B ¢ A?
Oczywiscie pozytywna odpowiedz na Pytanie Q3 daje pozytywna odpowiedz

na pozostate pytania.
W tym paragrafie odpowiemy na powyzsze pytania dla pary ((s), (so)).

2.2.1 Co wiadomo o sumach algebraicznych zbioréw mie-

rzalnych w sensie Lebesgue’a i z wlasnos$cig Baire’a?
Po pierwsze, wiadomo, ze odpowiedZ na Pytanie Q1 jest pozytywna (tak dla miary,
jak 1 kategorii). Wystarczy wzia¢ zbiér Cantora.

Nastepujace twierdzenie pomaga odpowiedzie¢ na Pytanie Q1 dla réznych ide-
atow.

Twierdzenie 2.2.1 (Kharazishvili [Kha56b]). Niech Z bedzie dowolnym niezmien-
niczym o-ideatem podzbiorow R. Wowczas nastepujgce zdania sqg rownowazne:

1. istniejq zbiory X € T 1Y € T takie, 2e X +Y ¢ T;
2. istnieje zbior X € T taki, 2e X + X ¢ T;
3. istnieje liniowo niezaleiny zbior X € T taki, ze lin(X) ¢ T;

4. istnieje zbior X € T taki, Ze lin(X) ¢ T.

Sierpinski [Sie20] udowodnit, ze odpowiedZ na Pytanie Q2 jest pozytywna dla
miary Lebesgue’a.

Twierdzenie 2.2.2 (Sierpinski [Sie20]). Istniejg zbiory mierzalne w sensie Lebes-
gue’a A, B takie, Ze A+ B nie jest mierzalny.

Analogiczne twierdzenie dla zbioréw z wlasnoscig Baire’a jest rowniez prawdziwe
(patrz np. [Kuc85]).

Ponizsze twierdzenie pomaga odpowiedzie¢ na Pytanie Q3 dla réznych ciat i ide-
atow.

Twierdzenie 2.2.3 (Kharazishvili [Kha56b]). Niech Z bedzie niezmienniczym o-
ideatem podzbiorow R, a A niech bedzie miezmienniczym o-ciatem podzbiorow R,
zawierajgeym I i takim, Ze (A,Z) spelnia c.c.c. Wowczas nastepujgce zdania sq
rownowazne:
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1. istniejg zbiory X € T iY € T takie, 2¢e X +Y ¢ T;

2. istnieje zbior X € T taki, ze X + X ¢ A,

3. istnieje liniowo niezaleiny zbior X € T taki, ze lin(X) ¢ A;
4. istnieje zbior X € T taki, ze lin(X) ¢ A.

Cichon i Jasinski [CJ03] udowodnili ostatnio twierdzenie, ktére réwniez pomaga
odpowiedzie¢ na Pytanie Q3. Zaleta tego twierdzenia jest brak zatozenia, ze para
(A,Z) spehia c.c.c. Niestety twierdzenie to ma réwniez wady, ktére nie pozwalaja
na jego uzycie dla zbioréw mierzalnych w sensie Marczewskiego (jak zostanie pdznie;
pokazane).

Twierdzenie 2.2.4. Niech T bedzie niezmienniczym o-ideatem podzbiorow R z bazg
ztozZong ze zbiorow koanalitycznych. Wowczas nastepujgce zdania sg rownowazne:

1. istniejg zbiory X,Y € T takie, e X +Y ¢ T,
2. istniejq zbiory X,Y € T takie, 2e X +Y ¢ Borel[Z].

W powyzszy twierdzeniu Borel[Z]| oznacza o-cialo generowane przez rodzine
zbioréw borelowskich i zbiorow z ideatu Z.

2.2.2 Duze sumy malych zbiorow

Twierdzenie 2.2.5. [stnieje zbior X € (sg) taki, Ze X + X ¢ (so).

Dowdd. Wystarczy wziaé¢ baze Hamela, ktéra jest zbiorem (sg) (istnienie takiej ba-
zy zostalo pokazane przez Millera i Popvassileva [MPO00]) i zastosowaé Twierdze-
nie 2.2.1. [l

Uwaga. Nowik [Now00| pokazal, ze istnieje zbiér X C 2¢ taki, ze X € (so), ale
X+ X =2%czyli X + X ¢ (s0).

2.2.3 Dowody dla miary i kategorii nie dzialajg dla zbioréw
Marczewskiego

W paragrafie tym uzasadnimy, dlaczego rézne dowody pokazujace, ze odpowiedz
na Pytania Q2 i Q3 jest pozytywna dla miary i kategorii, nie dziataja dla zbioréw
mierzalnych w sensie Marczewskiego.

Dowéd Sierpinskiego. Dowodd ten opiera sie na twierdzeniu moéwiacym, ze je-
zeli A jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a o dodatniej mierze, to istnieje
liczba wymierna ¢ # 0 taka, ze ¢ € A — A (jest to latwy wniosek z wlasnosci Ste-
inhausa dla zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a). Zbiory mierzalne w sensie
Marczewskiego nie maja wtasnosci Steinhausa (jak to zostato pokazane w Twier-
dzeniu 2.1.8), ponadto rodzina ta nie ma nawet tej stabszej wtasnosci. Niech P C R
bedzie liniowo niezaleznym zbiorem doskonatym. W zbiorze tym jest tylko przeliczal-
nie wiele elementow, ktore generuja liczby wymierne. Niech A C P bedzie zbiorem
tych elementéow. Wowczas zbior P\ A € (s) \ (s9), a jego réznica algebraiczna
z samym soba nie zawiera niezerowej liczby wymierne;j.
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Dowéd Kurepy. Kurepa [Kurb6] przedstawit inny dowéd wyniku Sierpinskiego.
Jego dowod opiera si¢ na twierdzeniu, ktére méwi, ze rodzina zbiorow mierzalnych
w sensie Lebesgue’a ma wlasno$é Ostrowskiego. Niestety dla zbioréw (s)-mierzalnych
ten fakt jest nieprawdziwy. Szczegoty dotyczace przyktadu pokazujacego, ze rodzina
(s) nie ma wlasnosci Ostrowskiego znajduja sic w Paragrafie 2.1.

Dowéd Twierdzenia 2.2.3. W Twierdzeniu 2.2.3 jest zatozenie, ze para (A, 7)
spetnia c.c.c. Niestety para ((s), (so)) nie spetia c.c.c. Zeby si¢ o tym przekonaé
wystarczy podzieli¢ dowolny zbiér doskonaty na ¢ parami roztacznych zbioréw do-
skonatych.

Dowéd Twierdzenia 2.2.4 W Twierdzeniu 2.2.4 nie ma juz zalozenia o c.c.c.,
ale jest zatozenie o postaci o-ciala. Mianowicie, twierdzenie to jest prawdziwe dla
o-cial postaci Borel[(so)]. Niestety rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Marczew-
skiego nie jest takiej postaci.

Twierdzenie 2.2.6 (folklor). (s) # Borel[(so)] tzn. istnieje zbior (s)-mierzalny,
ktory nie jest réznicg symetryczng Zadnego zbioru borelowskiego i zbioru (o).

Dowdd. Niech A C R? bedzie dowolnym zbiorem (sg) takim, ze |A] = ¢. Niech
S={BxR:BCA B#0}. Wowczas S C (s) \ (s0) 1 |S| = 2°. Latwo sprawdzié,
ze BAC ¢ (s¢) dla dowolnych B,C € S(B # C). Z drugiej strony, istnieje tylko ¢
zbiorow borelowskich. Czyli istnieje B C A taki, ze B X R jest szukanym zbiorem.
Korzystajac z izomorfizmu borelowskiego miedzy R? i R" znajdujemy taki zbiér
w R"” dla kazdego n > 1. O]

W Twierdzeniu 2.2.4 jest ponadto zatozenie o tym, ze o-ideat Z ma koanalityczna
baze. Okazuje sie, ze rodzina zbiorow (sg) nie ma takiej bazy jak pokazuje ponizsze
twierdzenie.

Twierdzenie 2.2.7 (folklor). o-ideal zbioréw (sg) nie ma bazy koanalitycznej.

Dowdd. Niech {E, : o < ¢} bedzie rodzina wszystkich koanalitycznych zbioréw
z (s0). Niech P, dla a < ¢ beda zbiorami doskonalymi, ktore sa parami roztaczne
oraz P, N E, = (). Zbiory P, mozna wybraé¢, bo E, € (so) dla kazdego a.

Niech {Q, : @ < ¢} bedzie rodzing wszystkich zbioréw doskonatych @ takich, ze
|Q N P,| < w dla kazdego o < c.

Wybieramy teraz punkty z, dla a < ¢ tak, zeby:

1. z, € P,,
2. z, ¢ Qp dla wszystkich § < a.

Zauwazmy, ze wybor punktéw xz, zawsze jest mozliwy, poniewaz Qg N P, jest
zbiorem przeliczalnym dla f < «. Niech X = {z, : @ < ¢}. Nietrudno sprawdzié¢, ze
X € (sg) oraz nie jest zawarty w zadnym zbiorze E,,. O

Uwaga. Yatwo zauwazyé¢, ze w powyzszym dowodzie nie korzystaliSmy z faktu, ze
zbiory E,, sa koanalityczne. Wazne bylo tylko to, ze jest ¢ takich zbioréw. Czyli ideat
(s0) nie ma zadnej bazy mocy c.
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2.2.4 Niemierzalne sumy zbioré6w mierzalnych

Pomimo, ze dowody dla miary i kategorii nie sa dobre dla zbiorow mierzalnych
w sensie Marczewskiego, pokazemy ponizej, ze odpowiedzi na Pytania Q2 i Q3 sa
dla nich pozytywne.

Po pierwsze pokazemy (Twierdzenie 2.2.8), ze istnieje prawie niezmienniczy zbior,
ktéry jest zbiorem (sg) mocy c. Nastepnie korzystajac z tego wyniku pokazemy
(Twierdzenie 2.2.12), ze istnieje zbiér A € (so) taki, ze A + A nie jest mierzalny
w sensie Marczewskiego (tzn. odpowiedz na Pytanie Q3 dla zbioréw (s)-mierzalnych
jest pozytywna).

Twierdzenie 2.2.8. Istnieje zbior A C R™ taki, ze A € (so), |A| = ¢ oraz [(A +
h)\ A| < ¢ dla kazdego h € R™.

Dowéd. Niech P bedzie liniowo niezaleznym podzbiorem doskonatym R™ oraz niech
G bedzie grupa generowang przez P. Niech K oznacza rodzing sktadajaca si¢ z dwoch
rodzajéw podzbioréw doskonatych R™. Zbior A € I, jezeli (G+t)NP jest przeliczalny
dla kazdego t € R™ albo P C G 4t dla pewnego t € R".

Wykorzystamy kilka tatwych do sprawdzenia wlasnosci rodziny K.

Fakt 2.2.9. 1. Rodzina IC jest niezmiennicza na przesuniecia.
2. Mniej niz ¢ zbiorow z KC nie pokrywa R™ (wynika to m.in. z Twierdzenia 1.1.16).

3. Kazdy nieprzeliczalny zbior borelowski ma podzbiér nalezgcy do K.

Niech £ = {P, : a < ¢} oraz R" = {h, : a < ¢}. Ponadto niech G,, oznacza
grupe generowang przez zbior {hg: f < a}.

Skonstruujemy dwa ciagi: {Qq : @ < ¢} i {z, : @ < ¢} o nastepujacych wlasno-
Sciach:

Al z, # xp dla o # 5,

A2 Q, e,

A3 @, C P, dla kazdego a < ¢,
A4 (Upca Ga+23) NUpcn Qs = 0.

Zalézmy, ze mamy juz skonstruowane ()3 i 25 dla 8 < .

Po pierwsze pokazemy, ze mozemy znalezé x, € R” takie, ze

(Ga+za)N (Y QsUP,U{zs: 6 <a})=0.

<o

Przypusémy, ze nie jest to mozliwe, tzn. dla kazdego x € R™ mamy

(Ga+2)N (| QsUP,U{zg:B<a})#0.

f<a
Woéowezas

R"= [ ((U quPaU{xﬂ:6<a})—g):U}",

geGo  B<a

22



gdzie
F={Qps—9g:0<a,g€ G} U{P,—g:9€G,}
Wz —g: 0 <a,g€Gut.
Ale F C K (rodzina K jest niezmiennicza) i |F| < ¢. Otrzymalidmy sprzecznosé, bo
mniej niz ¢ zbioréw z K nie moze pokry¢ R”.

Teraz pokazemy, ze istnieje ), € K takie, ze ), C P, oraz

Qam U(G5+$ﬁ):®

B

Poniewaz P, jest zbiorem doskonaltym, wiec moze by¢ rozbity na ¢ parami roz-
tacznych zbioréw doskonatych, tzn. P, = U,<. Aa, gdzie A, sa parami roztaczne
i doskonate. Ale Us<, (G + z5) ma moc mniejsza od ¢, wigc istnieje aq takie, ze
Aoy NUp<a(Gp + 25) = 0. Ale wiemy, ze istnieje zbiér doskonaty @ € K taki, ze
Q C A,,. Definiujemy @, = Q. Latwo sprawdzi¢, ze tak wybrane @),, x, spelniaja
Al-A4.

Niech

A= J(Ga+ za).

a<c

Pokazemy, ze zbiér A jest poszukiwanym zbiorem, tzn. |A| = ¢, A € (s9) 1 |(A+
h)\ A| < ¢ dla kazdego h € R™.
Poniewaz x,, sa parami rézne, a x, € G, + x4, wWiec |A| = c.

Dla dowolnego zbioru doskonatego P C R"™ istnieje o < ¢ takie, ze QQ, C P, C P.
Pokazemy, ze Q, N A = ().
Niech 8 < ¢. Niech § = max{a, 5} + 1. Na mocy A4

(UGy+z,)NnJQ,=0,

y<é y<48
wiec réwniez (Gg+1x3)NQy = 0. Ale powyzsze jest prawdziwe dla dowolnego 5 < «,
wiec Qo N A =10, a to pokazuje, ze A € (sg).

Pozostalo do pokazania, ze dla kazdego h € R mamy |(A + h) \ A| < ¢. Niech
h € R. Wowczas istnieje 3 < ¢ takie, ze h = hg. Poniewaz hg € G, dla dowolnego
a > [, wiec

(A+hm)\A=J(Ga+za) +hs) \ U (Ga +70a) =

(U (Ga+za) +hp) U |J(Ga+2a) \ J(Ga +0) S

a<f o> a<c

U (Ga + T + hﬁ),

agp

ale ostatni zbiér ma moc mniejsza od ¢ (wigc nalezy do (so)). O

Whniosek 2.2.10. Istnieje zbior B C R taki, ze A € (s¢), |B] = ¢, B = —DB oraz
|(B+ h)\ B| < ¢ dla kazdego h € R.
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Dowéd. Niech A bedzie zbiorem z Twierdzenia 2.2.8. Wowczas B = AU (—A) jest
szukanym zbiorem. O

Zeby udowodni¢ gtéwne twierdzenie tego paragrafu bedziemy potrzebowali na-
stepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2.2.11 (Ciesielski-Fejzi¢-Freiling [CFF02]). Niech A bedzie dowol-
nym podzbiorem R takim, Ze |(A+ h) N (—A)| = ¢ dla kaidego h € R. Wowczas
istnieje podzbior B C A taki, ze B + B jest zbiorem Bernsteina.

Poniewaz zaden zbiér Bernsteina nie jest (s)-mierzalny, wiec nastepujace twier-
dzenie jest natychmiastowym wnioskiem z dwoch ostatnich wynikow.

Twierdzenie 2.2.12. Istnieje zbior A € (so) taki, ze A+ A nie jest (s)-mierzalny.

Uwaga. Twierdzenie 2.2.12 zostato niezaleznie udowodnione réwniez przez Kysia-
ka [Kys].
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Rozdziat 3

Funkcje z wlasnoscig Baire’a

3.1 Wtlasno$é réznicy

Ponizej udowodnimy, ze jest niesprzeczne z ZFC, ze rodzina funkcji z wtasnoscia
Baire’a ma wtasnos¢ réznicy. Udowodnimy mianowicie nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1.1. Jezeli non*(M) < cov(M), to rodzina funkcji z wlasnoscig
Baire’a ma wlasno$é roznicy.

A jako wniosek otrzymamy rozwiazanie problemu Laczkovicha [Lac02].

Twierdzenie 3.1.2. Wilasnosé roznicy dla rodziny funkcji z wlasnosciqg Baire’a jest
niesprzeczna z ZFC.

Uwaga. Twierdzenie 3.1.2 zostato pozniej udowodnione niezaleznie przez Métraia
w pracy [M&at03].

W dowodach powyzszych twierdzen wykorzystamy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 3.1.3 (Rectaw [Rec]). Rodzina funkcji z wlasnoscig Baire’a ma po-
dwojng wlasnosé réznicy.

Twierdzenie 3.1.4 (Rectaw, Zakrzewski [RZ99]). Jezeli non*(M) < cov(M), to
dla kazdego D C R x R takiego, ze wszystkie jego ciecia poziome i pionowe majg
wtasnosé Baire’a, istnieje zbior B C R X R z wlasnoscig Baire’a taki, ze D, =z B,
dla wszystkich x € R.

Oznaczmy przez Sy zdanie:

Istnieje zbior A C R x R taki, ze A ¢ M, RxR\A¢& Mi(A+ (h,k))\AeM
dla wszystkich (h, k) € R x R.

Twierdzenie 3.1.5 (Laczkovich [Lac99)). Jezeli Sy jest prawdziwe, to non*(M) >
cov(M).

Wykorzystamy réwniez ponizszy prosty fakt.

Fakt 3.1.6. Jezeli funkcja g: R — R ma wlasno$¢ Baire’a, to réwniez funkcja G: R x
R — R dana wzorem G(x,y) = g(x + y) ma wlasnos¢ Baire’a (jako funkcja dwéch
zmiennych).
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Dla funkcji F:R x R — R oraz dla (h,k) € R x R niech AppF : R xR — R
bedzie funkcja dang wzorem

Lemat 3.1.7. Jezeli Anf ma wlasnosé Baire’a dla kaidego h € R, to funkcja
A pyDf ma wlasnosé Baire’a dla kazdego (h,k) € R x R.

Dowdéd. Niech (h,k) € R x R. Wéwcezas

=[fle+y+h+k)—=floe+h)—fly+k)]-[fl@+ty) - flz)—fy)
=[fle+y+h+k)—fle+y) = [fle+h)—f@)]-[fly+k)—fy)
= Aprf(e+y) — Anf(x) — Apfy).

Dwie ostatnie funkcje maja wtasnosé Baire’a jako funkcje jednej zmiennej, wiec maja
rowniez wtasno$¢ Baire’a jako funkcje dwoch zmiennych. Ponadto z Faktu 3.1.6
wynika, Ze pierwsza funkcja ma wtasnos¢ Baire’a. Ostatecznie funkcja A, ) D f ma
wtlasno$é¢ Baire’a. O

Lemat 3.1.8. Niech F:R x R — R bedzie takq funkcjq, Ze wszystkie jej ciecia
pionowe i poziome majg wlasno$é Baire’a. Jesli non*(M) < cov(M), to istnieje
funkcja G:R x R — R z wlasnoscig Baire’a taka, ze F, =y G, dla wszystkich
r € R.

Dowdd. Yatwo sprawdzi¢, ze wystarczy udowodni¢ lemat dla funkcji nieujemnych.
Niech wiec funkcja F' bedzie jak w lemacie oraz F(z,y) > 0. Definiujemy teraz ciag
funkcji F,: R x R — R wzorem:

mGezeli 2 < Fx,y) < 2 dlam =0,1,...,n2" — 1,

Wowczas m
Fn('ra y) = Z?ﬂ?:oil%XAm,n (i[), y) +nxa, (ma y)?

gdzie Ay, , = F7Y([2, 21)) i A, = F7([n, +00)). Latwo sprawdzi¢, ze ciag { Fy, }new
jest punktowo zbiezny do funkcji F.

Wszystkie cigcia (pionowe i poziome) zbioréw A, ., A, maja wlasnos¢ Baire’a.
Rzeczywiscie, (Amp)e = (Fu) ([, %)) i funkcja F, ma wlasno$¢ Baire’a dla
wszystkich x € R. Analogicznie pokazujemy dla cie¢ poziomych oraz zbiorow A,,.

Stosujac teraz Twierdzenie 3.1.4 mozemy znalez¢ zbiory B,,,, B, z wlasnoscig
Baire’a takie, ze (B, n)s =m (Amn)z 1 (Bn)s =m (An). dla wszystkich x € R.

Niech

C=UU{BnnNBpn:m+#kmk=0,1,...,n2"—1}

VUWU{B.N By :m=0,1,...,n2" — 1}.

bLatwo sprawdzic¢, ze zbiory B,, , N By, 1 B, N By, sa pierwszej kategorii. Przy-
pusémy, ze istnieja n,m, k,m # k takie, ze B,,,, N By, ¢ M (przypadek zbioréw

26



B, i By, ,, robi si¢ analogicznie). Poniewaz zbiory B,, ,,, By, maja wlasnos¢ Baire'a,
wiec na mocy Twierdzenia 1.1.19 istnieje zbior X ¢ M taki, ze (BN Byp)z § M
dla kazdego x € X. Z drugiej strony (Bmn)z =m (Amn)z 1 (Ben)z =m (Akn). dla
kazdego x € R, wiec (Ayn N Agyn) € M dla kazdego « € X. Poniewaz X # () wiec
Ay N A # 0. OtrzymaliSmy sprzeczno$¢, poniewaz na mocy definicji zbioréw
Ay mamy Ay, N Ay = 0.

Tak wiec zbiér C' jest pierwszej kategorii.

Definiujemy teraz nastepujace zbiory Dy, = Byn \ C oraz D,, = B, \ C. Zbiory
te maja wlasno$¢ Baire’a i dla prawie kazdego x € R mamy (Din)e =m (Amn)z
oraz (Dy,)r =m (An)z. Wynika to z faktu, ze prawie wszystkie cigcia pionowe zbioru
C' sa pierwszej kategorii (na mocy Twierdzenia 1.1.19).

Teraz definiujemy ciag funkcji G,,: R x R — R wzorem

n_1 M
G, y) = S0 5o XD (2,) + X0, (2, 9).

Pokazemy teraz, ze zbiér Z = {(z,y) € RxR : ciag {G,(x,y)} jest zbiezny} jest
rezydualny. Poniewaz funkcje GG,, maja wlasnosé Baire’a, wiec zbior Z ma whasnosc
Baire’a.

Niech x € {z € R: C, € M}. Pokazemy, ze Z, jest rezydualny. Niech H? = {y €
R: G,(z,y) = F,(x,y)}. Dla wszystkich n zbiory H? sa rezydualne. Rzeczywiscie,

H} ={y e R:Gy(z,y) = Fu(z,y)}

n2n—1 M _yn2na

=y ER Xy 5 XD (2. Y) + 10, (2, ) = Vg 5 X, (T, 9) + 1xa, (2, 9)}

n_1 M non_ m
={yeR: 2, 127 (D) (Y) + X (D). () = Z025 1§X(Am,n)z(y) +nX (a0, ()}

O R\ (D) & (Amn)a)] N (RN ((An)e & (Dn)a))-

m

Ale wiemy, ze jezeli v € {z € R : C, € M} to (Dimn)e =m (Amn)s Oraz
(Dpn)z =m (An)z, wiee zbiory ((Dmn)z) & (Amn)e 1 (An)e & (Dp). sa pierw-
szej kategorii. Tak wiec zbior H]' jest rezydualny dla wszystkich n, a wiec row-
niez zbior H = (0, H] jest rezydualny. Poniewaz dla wszystkich y € H mamy, ze
Gn(z,y) = Fu(x,y) i clag {F.(z,y)} jest zbiezny, wiec ciag {G,(x,y)} jest réwniez
zbiezny dla wszystkich y € H. Ostatecznie otrzymalidmy, ze H C Z,, wiec ciecie
Z, jest rezydualne. Poniewaz zbiér {z € R : C, € M} jest rezydualny (na mocy
Twierdzenia 1.1.19) otrzymujemy, ze rezydualnie wiele cie¢ pionowych zbioru Z jest
rezydualnych, wiec na mocy Twierdzenia 1.1.19, zbior Z jest rezydualny.

Definiujemy funkcje G: R x R — R wzorem

) limy oo G(,y)  jezeli (z,y) € Z,
Glo.y) = { 0 jezeli (z,y) ¢ Z.

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja G ma wtasnos¢ Baire’a.
Pokazemy teraz, ze funkcja G jest ,prawie dobra”, tzn. dla rezydualnie wielu
r € R mamy G, =y F,. Niech z € {z € R : C, € M}. Wowczas dla wszystkich
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y € H mamy G,(x,y) = F,(z,y), wiec G.(y) = F,(y). Teraz wystarczy zmieni¢
funkcje G nastepujaco

Gl y) = G(z,y) jezeliz e {zeR:C, € M},y € R;
=R (x,y) w przeciwnym przypadku.

Poniewaz zbiér {z ER:C, € M} x R jest rezydualny, wiec funkcja G ma
wlasnosé¢ Baire'a oraz (G), =m (F), dla wszystkich « € R. O

Lemat 3.1.9. Niech f bedzie taka, Ze Ay f ma wltasnosé Baire’a dla kazdego h € R.
Jezeli non* (M) < cov(M), to Ap i (Df — G) = 0 dla wszystkich (h, k) € R x R,
gdzie G jest funkcjg z Lematu 3.1.8 dla funkcji FF' = Df.

Dowdd. Niech (h,k) € R x R. Dla kazdego z € R oznaczmy przez B(x) taki zbiér
rezydualny, ze G,(y) = (Df).(y) dla wszystkich y € B(x). Mamy pokazaé, ze zbior
A = (Apr(Df — G))7H(0) jest rezydualny. Po pierwsze zauwazmy, ze wszystkie
ciecia pionowe zbioru A sa rezydualne. Rzeczywiscie,

As = {y €R: Ay (Df — G)(x.y) = 0}

={y eR:Apuwy(Df)(2,y) = Ay (G) (2, )}
={yeR:Df(x+hy+k)—Df(x,y) =Gx+hy+k)—G(z,9)},

ale wiemy, ze (Df)pin(y + k) = Goyn(y + k) dla wszystkich y € B(z + h) — k
1 (Df).(y) = G.(y) dla wszystkich y € B(z). Ostatecznie mamy (B(x + h) — k) N
B(z) C A,, wiec zbiér A, jest rezydualny dla kazdego = € R.

Na mocy Lematu 3.1.7 i faktu, ze funkcja G ma wlasnoé¢ Baire’a, A, 1) (D f —G)
ma réwniez wlasnos¢ Baire’a. Tak wiec zbior A takze ma wtasnos¢ Baire’a, czyli zbiér
A jest rezydualny (na mocy Twierdzenia 1.1.19). O

Dowoéd Twierdzenia 3.1.1. Niech f:R — R bedzie funkcja taka, ze wszystkie jej
funkcje réznicowe majg wtasnos¢ Baire’a. Pokazemy, ze funkcja Df ma wlasnosé
Baire’a, a to zakonczy dowod, poniewaz mamy Twierdzenie 3.1.3, ktére mowi, ze
rodzina funkcji z wlasnoscig Baire’a ma podwojna wlasnos$¢ roznicy.

Przypusémy, ze funkcja Df nie ma wtasnosci Baire’a. Wéowcezas istnieje r € R
takie, ze zbior A = (Df —G)~'((—o0,7)) nie ma wlasnosci Baire’a, gdzie G jest jak
w Lemacie 3.1.8 dla funkcji F' = Df.

Dla kazdego (h,k) € R x R zbior (A + (h,k)) \ A jest pierwszej kategorii. Rze-
czywiscie,

(A+ (h, k) \ A

={(z,9):(Df = G)(z,y) <r}+ (b k) \{(z,9): (Df — G)(z,y) <r}

={(z+hy+k):(Df —G)z,y) <r}\{(z,y):(Df — G)(z,y) <r}

={(z,9):(Df = G)(x = h,y = k) <r}\{(z,y): (Df — G)(z,y) <7}
={(z,y): (Df = G)(x —h,y—k) <r AN(Df = G)(x,y) > r}

CH{(=,9): Acn—n(Df = G)(z,y) # 0},
ale ostatni zbior jest pierwszej kategorii na mocy Lematu 3.1.9, wiec réwniez zbior
(A+ (h,k)) \ A jest pierwszej kategorii.

Tak wiec zdanie Sy jest prawdziwe (skonstruowany powyzej zbior A spetnia
je). Ale na mocy Twierdzenia 3.1.5 dostajemy sprzeczno$¢ z naszym zatozeniem, ze
non*(M) < cov(M). Sprzecznosé otrzymalisSmy z przypuszczenia, ze funkcja D f nie
ma wlasnosci Baire’a. A to konczy dowdd. m
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Dowdd Twierdzenia 3.1.2. Wiadomo, ze modelem dla cov(M) = 2% = wy jest model
otrzymany przez dodanie ws liczb Cohena do modelu GCH. Z drugiej strony wiado-
mo, ze w modelu tym réwniez non*(M) = w; (patrz np. [Kom93, dowéd Theorem 3]
lub [KY96, Theorem 2.6]). Wiec w tym modelu nieréwnos$¢ non*(M) < cov(M) jest
prawdziwa. Ostatecznie na mocy Twierdzenia 3.1.1 w tym modelu rodzina funkcji
z wlasnoscia Baire’a ma wlasnosé réznicy. ]

3.2 Podwdjna wlasnosé réznicy

Laczkovich [Lac80] udowodnil, ze rodzina funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a
ma stabg wtasno$é réznicy, a nastepnie jako wniosek otrzymal, ze rodzina ta ma
podwojna wtasnos¢ réznicy. Ponizej pokazemy, ze analogiczna implikacja zachodzi
dla rodziny funkcji z wlasnoscig Baire’a.

Twierdzenie 3.2.1. Staba wlasnosé roznicy dla rodziny funkcji z wltasnoscig Baire’a
implikuje podwojng wlasnos¢ réznicy dla tej rodziny.

Dowod Twierdzenia 3.2.1 nie jest przepisaniem dowodu Laczkovicha, poniewaz
narzedzia uzyte przez niego nie dziataja dla wlasnosci Baire’a, m.in. uzyt on w swoim
dowodzie Twierdzenia Fubiniego (wersja ,catkowa”) dla funkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a

Poniewaz Matrai [M&t03] udowodnil, Ze rodzina funkcji z wlasnoscia Baire’a ma
stabg wtasnoséé roznicy, wiec korzystajac z Twierdzenia 3.2.1 otrzymujemy nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2.2 (Rectaw [Rec]). Rodzina funkcji z wlasnoscig Baire’a ma po-
dwdgng wlasnosé réznicy.

Uwaga. Twierdzenie 3.2.2 zostalo wezesniej udowodnione przez Rectawa [Rec] bez
korzystania z wyniku Matraia.

Do dowodu Twierdzenia 3.2.1 wykorzystamy nastepujacy lemat.

Lemat 3.2.3. Niech f:R — R bedzie takq funkcjq, ze Apf =a 0 dla wszystkich
h € R oraz Df ma wlasno$¢ Baire’a. Wowczas funkcja f ma wlasnosé Baire’a.

Dowdd. Niech G C RxR bedzie zbiorem gestym typu Gy takim, ze funkcja (Df) [ G
jest ciagta. Mozemy zalozy¢, ze G, jest rezydualny dla wszystkich x € pri(G) = {z €
R: (Jy € R)(z,y) € G}.

Stwierdzenie 3.2.4. Df(x,y) = —f(z) dla wszystkich (z,y) € G.

Dowdd Stwierdzenia. Niech z € pri(G). Przypusémy, ze istnieje yo € G, taki,
ze Df(x,y0) # —f(z). Niech H C R bedzie zbiorem gestym typu Gs takim,
ze (Ayf) | H = 0. Zbiér H istnieje na mocy zalozenia A,f =4 0. Wowczas
K = G, N H jest rowniez zbiorem gestym typu Gy takim, ze funkcja (Df) [ K
jest ciagla. Niech (y,)neo bedzie ciagiem takim, ze vy, € K oraz lim, .. ¥Yn = Yo
Wowcezas lim,, oo Df(x,y,) = Df(x,y0) # —f(x). Ale z drugiej strony, Df(z,y,) =
fl@+yn) = f(@) = fly) = Daf(yn) — f(x) = 0= f(z) = —f(z). Otrzymana

sprzecznos¢ konczy dowdd stwierdzenia. O]
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Niech s: pri;(G) — R bedzie uniformizacja borelowska dla G, tzn. funkcja s jest
borelowska i (z, s(z)) € G dla kazdego = € pri(G) ([Kec95, Theorem 18.6]). Ponie-
waz (Df) | G jest ciagta oraz s C G, wiec rowniez (D f) | s jest ciagla. Definiujemy
funkcje g: pri(G) — R wzorem g(z) = Df(x,s(x)). Woéwezas g jest funkcja bore-
lowska. Ale g(z) = —f(x) dla z € pri(G), wiec funkcja f | pri(G) jest borelowska,
czyli f ma wlasnos¢ Baire’a, bo pri(G) jest rezydualny. O]

Dowdéd Twierdzenia 3.2.1. Niech f:R — R bedzie taks funkcja, ze D f ma wlasnos¢
Baire’a. Wéwcezas tatwo pokazaé, ze réwniez funkcja Ay, f ma wlasno$é Baire’a dla
kazdego h € R. Nastepnie ze stabej wlasnosci roznicy otrzymujemy, ze f = g+ A+S,
gdzie funkcja g ma wlasnos¢ Baire’a, A jest addytywna, a S jest taka, ze ApS = 0
dla wszystkich h € R. Poniewaz DS = Df — Dg, wiec DS ma wtasno$¢ Baire’a.
Na mocy Lematu 3.2.3 funkcja S ma wtasno$¢ Baire’a. Ostatecznie f jest suma
funkcji z wlasnoscig Baire’a i funkcji addytywne;j. O]
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Rozdziat 4

Funkcje (s)-mierzalne

4.1 Wtlasnosé réznicy
Twierdzenie 4.1.1. Rodzina funkcji (s)-mierzalnych nie ma wlasnosci réznicy.

Dowdéd. Niech R = {h, : o < ¢} oraz G, oznacza grupe generowang przez {hg : § <
a}. Niech C(X,Y') oznacza rodzine wszystkich funkcji ciagtych z X w Y.
Skonstruujemy funkcje f : R — R taka, ze:

1. wszystkie jej funkcje réznicowe sa (s)-mierzalne,
2. f nie jest suma funkcji (s)-mierzalnej i funkeji addytywne;.
Niech
A ={(D,g) : D jest zbiorem doskonalym oraz g € C(D,R)}.

Niech A = {(Da, ga) : @ < ¢}. Zdefiniujemy dwa ciagi {z, : o < ¢} i {y, : @ < ¢}.
Niech o < ¢ i zatézmy, ze 25 1 ys sa zdefiniowane dla kazdego 5 < «. Niech V,
oznacza grupe generowana przez hg, rg, yg(f < «). Wowcezas |V, | < ¢, wiec mozemy
wybraé element x, € D, \ (% - Vi). Definiujemy y, = 2x,, jezeli go(xy) = —2 oraz
Yo = To W przeciwnym przypadku. W ten sposéb zdefiniowalismy z,, iy, dla kazdego
a < C.

Niech
A= U (Ga + yoz)a
a<c
= xa-

Pokazemy, ze funkcja f spelnia nasze zalozenia. Po pierwsze zauwazmy, ze |(A+
h)\ A| < ¢ dla kazdego h. Niech h = hg. Wowczas G+ hg = G, dla kazdego o > f3.
A to implikuje, ze (A + h) \ A € Uacp(Ga + ¥a), co dowodzi, ze [(A+h) \ A] < c.
Poniewaz A\ (A+h) = [(A—h)\ A] + h, wiec [(A+h) & A] < ¢ dla kazdego h.
Poniewaz {x € R: Apf(z) # 0} = (A—h) A Aikazdy zbior B C R taki, ze |B| < ¢
nalezy do (s), wiec pokazaliSmy, ze Ay, f jest (s)-mierzalna dla kazdego h.

Przypu$émy, ze f = g+A dla pewnej funkcji (s)-mierzalnej g i funkeji addytywne;

A. 7 Twierdzenia 1.1.1 wynika, ze istnieje zbior doskonaty P; taki, ze g jest ciggla
na P;. Stosujac Twierdzenie 1.1.1 jeszcze raz, mozemy znalezé P, C 2 - Py taki, ze
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g jest ciggla na Pp. Wowcezas f(22) — 2f(x) = g(2x) — 2g(x) jest ciagla na % - P,.

2
Niech o < ¢ taki, ze 3 - Py = Dy 1 f(2z) — 2f(2) = ga(x) dla kazdego x € D,.
Rozpatrzymy teraz dwa przypadki.

Jesli go(xa) # —2, t0 Yo = x4 € A. Twierdzimy, ze 2z, ¢ A. Rzeczywiscie, jesli
2z, € A, to 2z, € Gg + ys dla pewnego B < ¢. A to implikuje, ze z, € % -V,
jesli B < oy € G C Vg, jesli B = aiys € Gg + 2z, C Vg, jesli B > a.
Poniewaz zaden z tych przypadkéw nie jest mozliwy, otrzymujemy 2z, ¢ A. Tak
wiec f(224) — 2f(xa) = =2 # ga(x4), sprzecznosé.

Jesli go(z4) = =2, to yo = 2z, € A. Argumentujac jak powyzej, x, ¢ A. Tak

wiee f(224) — 2f(xq) =1 # —2 = go(24), Sprzecznosé. O

4.2 Podwdjna wlasnos$é réznicy

Naturalne wydaje sie pytanie: czy funkcja f = xa, gdzie A jest zbiorem skonstru-
owanym w dowodzie Twierdzenia 4.1.1, jest réwniez ,$wiadkiem” braku podwojnej
wtasnosci roznicy dla rodziny funkcji mierzalnych w sensie Marczewskiego? Niestety
tak nie jest, jak pokazuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.1. Niech A C R bedzie (so)-prawie niezmienniczym zbiorem, ktory
nie jest (s)-mierzalny. Wowczas funkcja Dx a nie jest (s)-mierzalna.

Dowdd. Przypusémy, ze Dx 4 jest (s)-mierzalna. Wowcezas funkcja g : R — R dana
wzorem ¢(z) = xa(2x) — 2xa(x) réwniez bytaby (s)-mierzalna (bo jest to obcigcie
funkcji Dy do przekatnej). Ale z drugiej strony g~ ({—1, —2}) = A. [

Niestety pytanie o podwéjna wlasnosé réznicy dla rodziny funkeji (s)-mierzalnych
wciaz pozostaje otwarte.

Problem. Czy rodzina funkcji (s)-mierzalnych ma podwdjna wtasnos$é réznicy?

Oczywiscie zadna funkcja charakterystyczna zbioru (sg)-prawie niezmiennicze-
go nie jest ,$wiadkiem” na brak stabej wlasnosci réznicy dla rodziny funkcji (s)-
mierzalnych. Réwniez nastepujacy problem pozostaje wciaz otwarty.

Problem. Czy rodzina funkcji (s)-mierzalnych ma staba wtasnos$é réznicy?
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Rozdziat 5

Funkcje borelowskie

Ponizej podajemy rozwiazanie problemu Laczkovicha [Lac02]. Pokazemy mianowicie,
ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5.0.2. Zalozmy CH. Istnieje zbior A C R taki, ze (A +1t)\ A jest
borelowski dla kazdego t € R, ale dla kaidego o < wy istnieje t € R takie, Ze
(A+t)\Ag X0

Jako wniosek z powyzszego twierdzenia otrzymujemy rozwiazanie wspomnianego
problemu.

Twierdzenie 5.0.3. Zalozimy CH. Wowczas istnieje funkcja f : R — R taka, Ze
Apf jest borelowska dla kazdego h € R, ale dla kaidego o < wy istnieje h takie, Ze
A f nie jest klasy o Baire’a.

Dowaéd. Niech A bedzie zbiorem z Twierdzenia 5.0.2. Wéowcezas funkcja charaktery-
styczna x4 jest szukang funkcjg. Il

Ponizej przedstawiamy dwa dowody Twierdzenia 5.0.2. Pierwszy dowdd pocho-
dzi z [FRO2]. Natomiast drugi jest modyfikacja dowodu analogicznego twierdzenia
(zamiast CH zaklada sie CPA) podanego pdzniej przez Ciesielskiego i Pawlikowskie-
go [CPb].

Pierwszy dowdd Twierdzenia 5.0.2. Niech R = {h, : @ < w;}. Niech G, oznacza
grupe generowang przez {hg: 3 < a}.
Definiujemy zbiory P, dla a < w; tak, zeby:

1. P, jest liniowo niezaleznym zbiorem doskonatym,
2. PaﬂU5<a(Ga—l—Pg) :(b,
3. (Pa_Pa)mUﬁ<a(Pﬁ_Pﬁ)g{O}'

Zat6ézmy, ze mamy juz Pg dla 8 < a. Latwo zauwazy¢, ze zbior Ug.,(Ps + Ga)
jest pierwszej kategorii. Z drugiej strony zbior Us,(FPs — P3) jest réwniez pierwsze;
kategorii na mocy Faktu 1.1.17. Wiec na mocy Twierdzenia 1.1.14 istnieje liniowo
niezalezny zbiér doskonaly P, spetniajacy wymagane warunki.

Niech teraz B, C P, bedzie dowolnym zbiorem borelowskim nie nalezacym do ©2
(Twierdzenie 1.1.10).
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Pokazemy, ze
A= J (Ga+ Ba)

a<wi

jest szukanym zbiorem.
Po pierwsze musimy pokazaé, ze zbiér (A + h) \ A jest borelowski dla kazdego
h € R. Niech h € R. Wéwczas istnieje 8 < wy takie, ze h = hg.

Lemat 5.0.4. (A + hg) \ A= |[Uacs(Ga + Ba + hp)| \ Uacs(Ga + Ba)

Dowéd. Poniewaz hg € G, dla kazdego a > 3, wiec

(A+hg)\A = :Q<Ga+Ba+hﬁ)]\ Q(GaJrBa)
= [UGa+Bathg)U U (Ga+Bu)|\ U (Ga+ Ba)
Ta<p a>p a<w]
= | Uﬁ(Ga+Ba+hﬁ)} \ U (Ga+ Ba).

Wystarczy wiec pokazaé¢, ze dla dowolnych o < 3 oraz v > 3 mamy
(Go + Bo + hp) N (G, + B,) = 0.
Ale w przeciwnym przypadku
(G, + B.) N B, #0,
sprzecznosé. O

Na mocy powyzszego lematu wszystkie zbiory (A + h) \ A sa borelowskie.

Pozostato do pokazania, ze dla dowolnego o < wy istnieje h € R takie, ze (A +
h)\ A¢ 0.

Niech o < wy. Wowezas istnieje § > « takie, ze hg ¢ G (w przeciwnym przy-
padku istnialoby o < w; takie, ze G, = R, co jest niemozliwe).

Gdyby (A+hg)\ A € 39, to réwniez zbior [(A+hg) \ A] N (Ps+ hg) bylby w tej
rodzinie.

7 réwnosci

(A+hg)\A=| U (Ga+ Ba+hs)|\ U (Ga+Ba)

asf asf

i z nastepujacego prostego faktu:

Fakt 5.0.5. Jezeli (P— P)N(B—B) = {0}, to |(
Jezeli P jest liniowo niezalezny, to |(P +t) N P)|

B+t)NP| <1 dla kazdego t € R.
< 1 dla kazdego t # 0.

wynika, ze

[(A+hs) \ AN (Ps+ hg) = (Bs + hg) & Z,

gdzie Z jest zbiorem przeliczalnym, sprzecznosc. O]
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Drugi dowod Twierdzenia 5.0.2. Niech H C R bedzie baza Hamela ztozona z w,
parami roztgcznych nieprzeliczalnych zbiorow domknigtych, tzn. H = U,<y, Pa,
gdzie P, C R sa nieprzeliczalnymi parami roztacznymi zbiorami domknigtymi.

Dla kazdego o < w; niech ), bedzie borelowskim podzbiorem zbioru F,, ktéry
nie jest w 39 (Twierdzenie 1.1.10). Ponadto niech G, bedzie przestrzenia liniowa
rozpieta przez zbior Uz, Ps.

Pokazemy, ze

A= {J (Ga+Qn)

a<wi

jest szukanym zbiorem.

Lemat 5.0.6. Jezelit € Gg \ Uycp Ga, to

(U (GatQa)+1) N (U (GatQa)) =0

a<f( azf

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje o < ( oraz v > 3 takie, ze ((Go + Qo) +1) N (G4 +
Q) # 0. Poniewaz Q, C G41\ G, wigc réwniez G, +Q~ C G141\ G,. Ale z drugie;
strony, (Go + Qa) +t C Gs. A to daje sprzecznosé z zatozeniem, ze v > (3. O

Niech t € R. Wowczas istnieje § < w; takie, ze t € Gg oraz t ¢ G, dla o < .
Korzystajac z Lematu 5.0.6 otrzymujemy

(A+)\A = (U (Ga+Qu)+t)\ A

_ (OG:(GQ +Qu) +tU L>Jﬂ(Ga +Qa))\ 4
= (a< (Ga+Qa) +1) \O:1

_ (Q:Z(G + Q) + )\QQle o+ Qa)
- (;ﬂ( o+ Q)+ )\ U (Gt Qo).

ale ostatni zbiér jest zbiorem borelowskim (Twierdzenie 1.1.8).

Lemat 5.0.7. Jezelit € P3\ @3, to

(U(Ga+Qa)+t)ﬂ( U (Ga+Qa)):@.

aLf a<wi

Dowéd. Na mocy Lematu 5.0.6 wystarczy wykazaé, ze

(U(Ga+Qa)+1)N(G,+Q,) =10

agf

dla kazdego v < (. Przypu$émy, ze istnieja o,y < f takie, ze (G4 + Qo + 1) N
(G4 + Q) # 0. Ale woéwczas t nalezatby do przestrzeni generowanej przez zbiér
Us<s Ps U @3, co jest niemozliwe, bo t € Ps \ Qp. ]
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Musimy jeszcze pokazaé, ze klasa borelowska zbioréw postaci (A +1) \ A nie jest
ograniczona. Niech § < wy. Niech t € Pg \ Q.

Gdyby (A+1t)\ A € 3%, to réwniez zbior ((A+t)\ A) N (Ps + t) bytby w tej
klasie. Ale wowczas korzystajac z Lematu 5.0.7 mamy

(A+\ANPs+1) = (U (Gat+Qu)+1) N (Ps+1) = Qs +1.

agp

Ale zbibr Q4 ¢ XY, sprzecznosé. O
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Rozdzial 6

Uogoblnienie twierdzenia Erdosa

Pokazemy, ze rodziny funkcji mierzalnych nie maja ,zwykle” wtasnosci roznicy, przy
pewnych zalozeniach teoriomnogosciowych. Ponadto wskazemy pewne rodziny funk-
¢ji mierzalnych, ktore nie maja wtasnosci réznicy w ZFC. Wyniki te rozszerzaja
wynik Erdésa dotyczgcy rodziny funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a.

Twierdzenie 6.0.8 (Erdés). Zaléimy CH. Rodzina funkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a nie ma wtasnosci roznicy.

Dowod Twierdzenia 6.0.8 ,dziata” réwniez dla rodziny funkcji z wtasnoscia Ba-
ire’a, jak i dla rodziny funkcji borelowskich. W dowodzie swojego twierdzenia Erdos
uzywa dwoch kluczowych faktow:

1. Jezeli zalozymy CH, to istnieje niemierzaly w sensie Lebesgue’a zbiér N -prawie
niezmienniczy!.
2. Rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a ma staba wtasno$¢ Ostrow-

skiego.

Ponizej pokazemy jak rozszerzy¢ wynik Erdosa m.in. na rodziny funkcji mierzal-
nych nie majacych stabej wtasnosci Ostrowskiego.

W rozdziale tym zaktadamy, ze funkcje sg okreslone na grupie o wartosciach w R
(lub R™).

Niech G bedzie grupa abelowa. Niech A bedzie o-ciatem podzbioréw G oraz
niech J C A bedzie o-idealem na G.

Przez S(A, J) bedziemy oznaczali nastepujace zdanie:
Istnieje zbior A C G taki, ze A jest J-prawie niezmienniczy i A ¢ A,
a przez S*(A, J) zdanie:
Istnieje zbior A C G taki, ze A jest J-prawie niezmienniczy, A ¢ A1 A= —A.

1Zbiér taki zostal po raz pierwszy skonstruowany przez Sierpinskiego [Sie32].
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6.1 Trywialne uogéblnienie

Zeby powtérzy¢ dowdd Erdésa (pokazujacy, ze rodzina funkeji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a nie ma wtasnosci réznicy) dla rodziny funkcji A-mierzalnych, jedyne co
potrzebujemy to fakt, ze para (A, J) ma staba wlasno$é Ostrowskiego oraz ze zda-
nie S(A, J) jest prawdziwe. Mamy wiec nastepujace twierdzenie, ktére w zasadzie
mozna przypisa¢ Erdésowi.

Twierdzenie 6.1.1. Zaloimy, Ze para (A, J) ma stabg wlasnosé Ostrowskiego. Je-
zeli zdanie S(A,J) jest prawdziwe, to rodzina funkcji A-mierzalnych nie ma wia-
snosct roznicy.

Dowadd. Dowdd przebiega analogicznie jak dowod Erddésa, ale dla petnosci przedsta-
wiam go ponizej. Ze zdania S(A, J) wynika istnienie zbioru S C G takiego, ze S
jest J-prawie niezmienniczy oraz S ¢ A. Niech f = ys. Pokazmy teraz, ze funkcja
f jest $wiadkiem” tego, ze rodzina funkcji A-mierzalnych nie ma wtasnosci réznicy.

Poniewaz {x € G: Apf #0} ={x € G: xs_n(x) # xs(x)} =(S—h) A S € T,
wiec funkcja Ay f jest A-mierzalna dla kazdego h € G. Przypusémy teraz, ze f =
g+ A, gdzie g jest A-mierzalna, a A jest homomorfizmem. Wéwczas istnieje n takie,
ze zbior B = g~ ([-n,n]) nalezy do A \ J, wigc homomorfizm A jest ograniczony
na B. Ze stabej wtasnosci Ostrowskiego wynika, ze funkcja A jest A-mierzalna, czyli
funkcja f = ys jest rowniez A-mierzalna (jako suma dwéch funkeji A-mierzalnych).
Z drugiej strony zbiér S nie jest A-mierzalny, sprzecznosc. O]

Whniosek 6.1.2. Niech G bedzie lokalnie zwartg grupg topologiczng i niech p bedzie
lewostronnie niezmienniczqg miarg Haara na G. Jezeli zdanie S(L,N') jest prawdzi-
we, to rodzina funkcji L-mierzalnych nie ma wlasnosci réznicy.

Dowod. Wynika z Twierdzen 2.1.6 1 6.1.1. ]

Whniosek 6.1.3. Niech G bedzie grupg topologiczng. Jezeli zdanie S(B, M) jest
prawdziwe, to rodzina funkcji B-mierzalnych nie ma witasnosci réznicy.

Dowéd. Wynika z Twierdzen 2.1.7 1 6.1.1. [

6.2 Mniej trywialne uogdlnienie

Pokazemy teraz, ze nie zawsze para (A, J) musi mie¢ staba wlasno$é Ostrowskiego,
zeby rodzin funkcji A-mierzalnych nie miata wtasnosci roéznicy.

Twierdzenie 6.2.1. Niech A bedzie niezmienniczym na odbicia o-ciatem na grupie
G, a J C A niech bedzie o-ideatem na G. Jezeli zdanie S*(A, J) jest prawdziwe, to
rodzina funkcji A-mierzalnych nie ma wtasnosci rézZnicy.

Dowéd. Niech A C G bedzie zbiorem takim, ze A ¢ A;A = —A oraz (A+g) A
A € J dla kazdego g € GG. Niech f = x4. Pokazmy, ze f jest ,Swiadkiem” tego, ze
rodzina funkcji A-mierzalnych nie ma wtasnosci réznicy.
Po pierwsze tatwo zauwazy¢, ze funkcja A, f jest A-mierzalna dla kazdego g € G.
Przypusémy, ze f = k + h gdzie k jest A-mierzalna, a h jest homomorfizmem.
Definiujemy funkcje F' wzorem F(x) = f(x) + f(—z). Wowczas

F(x) = (k(z) + h(@)) + (b(=2) + h(=x)) = k(z) + k(—z),
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wiec funkcja F' jest A-mierzalna (bo A = —A). Ale z drugiej strony

F(z) = f(z) + f(=2) = xa(®) + xa(—2) = xa(x) + x-a(z) = 2xa(2),

czyli funkcja F' nie jest A-mierzalna (bo A ¢ A).
Otrzymana sprzeczno$¢ pokazuje, ze funkcja f nie jest suma odpowiednich funk-
cji, co koneczy dowdd. O

Zagadnieniem uogdlniania metody Erddsa zajmuje sie rowniez Kotlicka [Kot03].
Udowodnita ona miedzy innymi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.2.2 (Kotlicka [Kot03]). Zaldimy, ze ideaty Z,J podzbioréw R™
sq wlasciwe 1 niezmiennicze, przy czym J jest o-ideatem z wlasnoscig Steinhausa
i bazq borelowskq. Niech F bedzie rodzing funkcji zawierajgcg wszystkie funkcje rowne
zero L-prawie wszedzie 1 zawartg w rodzinie funkcji mierzalnych wzgledem o-ciata
generowanego przez zbiory borelowskie v ideal J. Jezeli istnieje zbior Bernsteina
B C R" taki, ze (B+ h) \ B € Z, to rodzina F nie ma wlasnosSci réznicy.

Zauwazmy, ze Twierdzenie 6.2.1 réwniez jest prawdziwe dla wiekszej iloci ro-
dzin funkcji, tzn. dla rodzin F spetniajacych analogiczne warunki jak w Twierdze-
niu 6.2.2. Jednakze brak zatozenia o wtasnosci Steinhausa w naszym twierdzeniu
wymusza dodatkowe zatozenie o rodzinie F. Musimy zatozy¢, ze jezeli f,g € F, to
réwniez f + g € F oraz f(—z) € F.

6.3 O zdaniach S*(A, 7)1 S(A,J)

Widaé, ze w powyzszych uogélnieniach (6.1 i 6.2), stabym punktem jest zalozenie,
ze zdanie S(A, J) lub S*(A, J) jest prawdziwe. Ponizej sprawdzimy kiedy te zdania
sg prawdziwe.

Niech A bedzie o-ciatem na grupie G, a J - o-ideatem na G. Niech |G| = &
oraz G = {g, : « < k}. Przez G, bedziemy oznaczali grupe generowana przez zbior
{95 : B < a}. Dla dowolnego a < k niech @, = G441 \ Go. Ponadto dla dowolnego
zbioru T' C k, Ar = Uper Qa-

Lemat 6.3.1. Jezelinon(J) = |G|, to zbior Ar jest J -prawie niezmienniczy i Ap =
—Ar dla dowolnego zbioru T C k.

Dowad. Yatwo zauwazyé, ze dla dowolnego zbioru T C k i dla dowolnego g € G
zbiér (Ar + g) \ Ar jest w J. Rzeczywiscie, niech T' C k oraz g € G. Wowczas

(Ar+9)\Ar = (J(Qa+9)\ U Qo= U(Gas1 +9)\ (Ga+ 9]\ U Q-
acT acT acT acT
Ale poniewaz istnieje 3 < k takie, ze dla kazdego a > f mamy g € G, to
(Ar+9\Ar =] U @Qu+9)U U (Garr\ G|\ U Qe € U (Qu+9).

Ta<p T>a>0 acT a<p

Z zalozenia non(J) = |G| wynika, ze ostatni zbiér nalezy do J, wigc zbiér
(A7 + g) \ Ar nalezy do J. Podobnie pokazujemy, ze zbior Ar \ (Ar + g) nalezy
do J, wiec (Ar +g) A Ar € J.

Poniewaz @), = —Q, dla kazdego o < k, wiec Ay = —Ar dla dowolnego zbioru
T C k. O
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Konstrukcje zbior6w prawie niezmienniczych pojawiaty (i pojawiaja) sie w pra-
cach poswieconych rozszerzeniom miar niezmienniczych. Powyzsza konstrukcja po-
jawila si¢ m.in. w [Hul62] oraz [Zak96].

Podsumowujac widaé¢, ze zdanie S*(A, J) bedzie prawdziwe, o ile znajdziemy
zbiér T taki, ze Ar ¢ A. Ponizej pokazemy jak to zrobi¢ dla pewnych rodzin .A.
Lemat 6.3.1 wymaga jednego zatozenia non(J) = |G|. W niektérych przypadkach
bedziemy réwniez potrzebowali innych zatozen. Z drugiej strony podamy réwniez
przyktady rodzin A, dla ktérych bedziemy mogli opusci¢ wszystkie zatozenia (réw-
niez zalozenie z Lematu 6.3.1) i udowodnimy zdanie S*(A, J) (czyli réwniez brak
wlasnosci réznicy dla odpowiedniej rodziny funkcji) w ZFC.

6.3.1 Wyniki niesprzecznosciowe

Ponizej podamy przyktady o-ciat i o-ideatéw, dla ktorych zdanie S*(-,-) jest praw-
dziwe przy pewnych zatozeniach teoriomnogosciowych, a co za tym idzie, na mocy
Twierdzenia 6.2.1, odpowiednie rodziny funkcji nie maja wlasnosci réznicy.

Przypadek miary

Twierdzenie 6.3.2. Niech p bedzie o-skonczong miarg na grupie G. Jezeli |G| jest
mniejsza niz pierwsza liczba rzeczywiscie mierzalna oraz non(N (u)) = |G|, to zdanie
S*(L(p), N (w)) jest prawdziwe.

Dowdd. Przypusémy, ze dla kazdego zbioru T' C k zbiér A jest L-mierzalny. Z Fak-
tu 1.1.2 istnieje miara skonczona v, ktéra jest rownowazna p. Definiujemy miare
7: P(k) — [0,400] wzorem 7(T') = v(Ar). Jest to ciagla, skoniczona miara, ktora
mierzy wszystkie podzbiory x, wiec na mocy Twierdzenia 1.1.3 istnieje rzeczywiscie
mierzalna liczba kardynalna < k = |G|, sprzecznos¢ z zatozeniem. O]

Whniosek 6.3.3. Jezeli miara p jest niezmiennicza na odbicia, to przy zatozeniach
Tunerdzenia 6.3.2 rodzina funkcji L-mierzalnych nie ma wlasnosci réznicy.

Dowadd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 1 6.3.2. m

Przypadek kategorii

Twierdzenie 6.3.4. Niech G bedzie grupg topologiczng. Jezeli |G| jest mniejsza niz
pierwsza liczba mierzalna oraz non(M) = |G|, to zdanie S*(B, M) jest prawdziwe.

Dowdd. Przypusémy, ze dla kazdego T' C k mamy Ay € M albo G\ Ar € M.
Wowczas rodzina {T' C k : Ar € M} jest o-idealem pierwszym na k zawierajacym
wszystkie zbiory jednoelementowe. Wiec na mocy Faktu 1.1.5 i Twierdzenia 1.1.3
istnieje mierzalna liczba kardynalna < k = |G|, a to jest sprzeczno$é¢ z zatozeniem.
Istnieje wiec Ty C k taki, ze Ay, ¢ M 1 G\ A, ¢ M, co implikuje, ze zbiér Ar,
nie ma wtasnosci Baire’a. Rzeczywiscie, gdyby Ag, € B, to istniatby g € G taki, ze
(Ar, +9)N(G\ Ar,) ¢ M, czyli (Ar, +9)\ Ar, € M, a to jest niemozliwe, poniewaz
zbior Ar, jest M-prawie niezmienniczy (na mocy Lematu 6.3.1). O

Whniosek 6.3.5. Przy zatoZeniach Twierdzenia 6.3.4 rodzina funkcji B-mierzalnych
nie ma witasnosci roznicy.

Dowdd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 i 6.3.4. O]
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Przypadek c.c.c.

Teraz uogdlnimy przypadek miarowy i kategoryjny na przypadek, gdy dane sa o-
cialo A i o-ideal J na grupie G takie, ze para (A, J) spelnia c.c.c.

Twierdzenie 6.3.6. Niech A bedzie o-cialem na grupie G, a J - wla$ciwym o-
ideatem na G takimi, Ze para (A, J) spetnia c.c.c. Jezeli |G| jest mniejsza niz pierw-
sza quasi-mierzalna liczba kardynalna oraz non(J) = |G|, to zdanie S*(A, J) jest
prawdziwe.

Dowdd. Przypusémy, ze Ar € A dla kazdego T'C k. Niech Z ={T C k: Ar € J}.
Wéwcezas nietrudno sprawdzi¢, ze Z jest o-ideatam wlasciwym zawierajacym wszyst-
kie zbiory jednoelementowe. Poniewaz para (A, J) spelnia c.c.c., wiec réwniez para
(P(k),Z) spelia c.c.c. Ale to oznacza, ze ideal Z jest wi-nasycony. Wiec na mocy
Faktu 1.1.6 istnieje quasi-mierzalna liczba kardynalna < |G|, sprzeczno$¢ z zaltoze-
niem. O

Whiosek 6.3.7. Jezeli A jest niezmienniczym na odbicia o-cialem, to przy zaloze-
niach Twierdzenia 6.3.6 rodzina funkcji A-mierzalnych nie ma wlasnosci réznicy.

Dowdd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 oraz 6.3.6. m

Uwaga. Mimo, ze rodzina zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a (z wlasnoscia
Baire’a) spetnia c.c.c., Twierdzenie 6.3.6 nie implikuje Twierdzenia 6.3.2 (6.3.4).
Wynika to z faktu, ze jezeli istnieje model, w ktérym jest mierzalna liczba kardy-
nalna, to istnieje model dla Aksjomatu Martina, w ktérym istnieje quasi-mierzalna
liczba kardynalna < ¢ (patrz m.in. [Fre93]). W takim modelu nie ma rzeczywiscie
mierzalnych liczb kardynalnych < .

6.3.2 Wyniki w ZFC

Ponizej podamy przyktady o-cial i o-idealow dla ktorych zdanie S*(-,-) jest praw-
dziwe w ZFC, a co za tym idzie, na mocy Twierdzenia 6.2.1, odpowiednie rodziny
funkcji nie majg wtasnosci réznicy.

Zbiory (s)-mierzalne
Twierdzenie 6.3.8. Zdanie S*((s), (s9)) jest prawdziwe.

Dowdd. Mamy skonstruowaé zbiér A, ktéry nie jest (s)-mierzalny oraz A = —A
i(A+1z)\ A€ (s) dla kazdego = € R. Zrobimy to zmieniajac troche konstrukcje
Sierpinskiego [Sie32]. Niech R = {r, : @ < ¢} oraz {P, : a < ¢} beda odpowiednio:
ciggiem wszystkich liczb rzeczywistych oraz zbiorow doskonatych. Ponadto niech L,
bedzie przestrzenig liniowa rozpigta przez {rs : f < a}. Skonstruujemy teraz dwa
ciagi {4 : @ < ¢} i {ya : @ < ¢}. Elementy tych ciagéw wybieramy w nastepujacy
sposob:
To € Po\ (Lo + ({25 : 8 <a}U{tys: [ <a}))

Yo € Po\ (Lo + ({£25: f <o} U{tys : § < a})).
Pokazemy, ze zbior

A= J (Lo £1,)

a<c
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spetnia zdanie S*((s), (o))

Wida¢, ze A = —A. Pokazujac, ze A jest zbiorem Bernsteina udowodnimy, ze
nie jest on (s)-mierzalny. Po pierwsze, AN P # () dla kazdego zbioru doskonatego P
(bo z, € A). Z drugiej strony przypusémy, ze istnieje 8 < ¢ takie, ze yz ¢ R\ A.
Woéwezas istnieje « takie, ze yg € L, £ x,. Jesli 8 > «, to otrzymujemy sprzecznosé¢
z definicjg punktu y,. Wiec o > 3. Ale w tym przypadku z, € L, & yg — réwniez
sprzecznose.

Pozostato do udowodnienia, ze A jest (sq)-prawie niezmienniczy. Wystarczy po-
kazaé, ze |(A+r) \ A| < ¢ dla kazdego r € R (bo wszystkie zbiory mocy mniejsze]
od ¢ naleza do (so)). Dla kazdego r € R istnieje § < ¢ taka, ze r = 3. Poniewaz
rg € L, dla kazdego a > 3 wigc

(A+r) \ A= (J(LaEza+79) \A=

a<c

— (U Zataza+r)U | (Lataa)\ A=

asf a>p

= (U Zatza+r)\ AU (U (Lo £20) \ A) =

asp a>f

=(UZaEza+15)\A) € U (Lo 20 +75),

ag<p asp

a ostatni zbior jest mocy mniejszej niz c. O]
Whniosek 6.3.9. Rodzina funkcji (s)-mierzalnych nie ma wlasnosci réznicy.
Dowdéd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 1 6.3.8. [

Uwaga. Wniosek 6.3.9 zostal udowodniony w Rozdziale 4. Aczkolwiek w Rozdziale 4
zostal on pokazany bezposrednio (poprzez konstrukcje odpowiedniej funkcji) pod-
czas, gdy tutaj uzyliSmy do tego ogélnego twierdzenia (Twierdzenie 6.2.1), ktére
stosuje sie rowniez w wielu innych przypadkach.

Uwaga. Poniewaz zdanie S*((s), (o)) jest prawdziwe, wiec réwniez zdanie S((s), (o))
jest prawdziwe. Ale nie moglismy uzy¢ Twierdzenia 6.1.1 zamiast Twierdzenia 6.2.1
do pokazania Wniosku 6.3.9, poniewaz para ((s),(so)) nie ma stabej whasnosci
Ostrowskiego (Twierdzenie 2.1.11).

Podgrupa z miarg

Niech X C R bedzie zbiorem miary zewnetrznej Lebesgue’a dodatniej. Definiujemy

Lx ={ANX : A jest mierzalny w sensie Lebesgue’a}

mx: Lx — [0, +00], mx(B) = m°(B),

gdzie m° oznacza miare zewnetrzng Lebesgue’a, a B € Ly . Latwo sprawdzi¢, ze Lx
jest o-ciatlem, a myx jest miara na Ly. Ponadto non(N(mx)) = non(N(m)).

Twierdzenie 6.3.10. Istnieje podgrupa G C R taka, ze zdanie S*(La, N (mg)) jest
prawdziwe.
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Dowdd. Niech X C R bedzie niemierzalnym w sensie Lebesgue’a zbiorem mocy
x = non(N(m)). Niech G bedzie grupa generowana przez zbiér X. Wowczas |G| = k.

Poniewaz |G| = non(N(m)), wiec na mocy Twierdzenia 1.1.7, |G| jest mniej-
sza niz pierwsza rzeczywiscie mierzalna liczba kardynalna. Ponadto non(N (mg)) =
non(N(m)) = |G|. Tak wiec na mocy Twierdzenia 6.3.2 zdanie S*(Lg, N (mg)) jest
prawdziwe. L

Whniosek 6.3.11. Rodzina funkcji mg-mierzalnych nie ma wlasnosci roéznicy.
Dowdd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 1 6.3.10. m
Uwaga. Mozna pokazaé, ze Twierdzenie 6.3.10 jest prawdziwe dla kazdej niemierzal-
nej w sensie Lebesgue’a grupy mocy non(N (m)).

Podgrupa z topologia

Twierdzenie 6.3.12. Istnieje podgrupa G C R taka, ze zdanie S*(B, M) jest praw-
dziwe.

Dowdéd. Niech X C R bedzie zbiorem bez wlasnosci Baire’a mocy x = non(M(R)).
Niech G bedzie grupa generowana przez zbior X U Q. Wéwezas |G| = k.

Poniewaz |G| < ¢, wiec na mocy Twierdzenia 1.1.4, |G| jest mniejsza od pierwsze]
mierzalnej liczby kardynalnej. Ponadto, non(M(G)) = non(M(R)) = |G| (bo grupa
G jest jest gesta w R). Tak wiec, na mocy Twierdzenia 6.3.4, zdanie S*(B(G), M(G))
jest prawdziwe. O

Whniosek 6.3.13. Rodzina funkcji z wlasnoscig Baire’a na G nie ma wlasnosci
roZnicy.

Dowdd. Stosujemy Twierdzenia 6.2.1 1 6.3.12. O]

Uwaga. Mozna pokazac, ze Twierdzenie 6.3.12 jest prawdziwe dla kazdej gestej grupy
bez wlasnosci Baire’a mocy non(M(R)).
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